
Lezione 3 (25/8/2023):categorie cartesiene chiuse

Aggiunzioni

Def. Siono 4, I categorie. Un'eggiunzione
two 4e D

-

consiste di

· frutori F:4-D,
G: D+K

· per equi XEK,
AEII una biezione

9x,A:
4(X,GA) -> 4(FX,A)

tali che:



(i) per oqui
2: x'+X in4e AED

I

I FX- A
X-GA -> e(X,GA) &x,A, ( (FX, A)

-

-

W

a

-

7
W

I(FX, A) FNE Ix-X-+GA 5 4(X,GA) I FX- A

Yx,A

(ii) per equi XCK,
v: A-Ain D

f &x, A I

X+GA 5 e(X,GA)-> I (FX, A) 7 #X-A

I W
I

GV f W

I 3 - Al
X-GA-GA4(X, GA) ID(=4,A)) =Fx-A

Ox, Al



Notazione/terminologie

· F e'detto aggiunto sinistro. Gl'eggiato destro

- F+ G

· Per f:X - GA, scrivereme f*:FX- A al

posto di y(f), cette le trasposte
dif

· Riscivious (i), (ii)

f. Fu =(f.u)#

v. f
=(Gv.f(#



F
>

Esempio Set L Mon
&

-

u

a FX =monoide libero generato da X

O Set (X, m) =Men (FX, M)

Sie G:D-K un funtore. Le sequenti
Teorema

condizioni sous equivalenti:

(1) 7 F:4A, 4 famiglie di bizzioni
che former

un'aggiunzione



(2) I F:4-D e trasformewarinaturali

7:1k=GF 7
I:FG

1
iD

t.C.

Fu 45
E > FGF E >GFG

↓ EF I EE
15 - I E

-
-

E

(3) Per equi X=K, abbiamo

· FX = N

·

Mx: X
-GFX

che some universali, nel sense the per equi

· AcD

· f: X-GA



E

K L D

nx

X > GFX FX

IGf# i I!#
f

I
GA A

ovvero le funzione
I

G(-).4x

e(X,GA) < ⑪(FX,A)
Mx Zer

X-GFX- GA
L FX = A

e biictive, con inverse ()#.



Empie Le condizione (3) pe Mon vs Set divente
- -

u

Set c Mor
--

-

ex

X -> UFX FX

I Of# i If#
I

3 Um
M I



Note Partendo dalle conditions (3), si pud'estendere

F ad ue functore:

? #I

5: x+Y -- FX ->FY

G
K L ID

MX
X- GFX FX

I

Y ↓GFf : I1 F(f)
=

xe= (n-.f)#

-GFY FYY

De dim: F(g-+) =F(g) - F(t)

F(1x) =1
+x



Note 11 teorema precedentehe
rudrale, in cuisi

assume
F:4+D e si hear condition (3) per

oftenere un eggiuto destro:

(3) Per oqui
AED, ebbou

· GA = K

· EA:FGA
- A

che some universeli, net sense due per equi

· X =K

· a:FX
+A

F

I > D

X u

I: ub i Fus
&A FGA-> A

EA



Produti binari

Def Sin erue categorie. Dive no che
Khe producti

-

bineri se
per agui A,BEK

abbiamo

· un oggetto AxB = K

·mappe,
dette projezioni, i,:AxB

+ A, T2: AxB
+B

universeli, vel seat the per equi

· X =k

a: X+A, b:X
-+B

d mappe

existe un' voice hoppe peir (e,b):x
+A xB +. c.

X b

-
.

Ipeirca.)
Ac- axB->B
I, 2







Osservationsl'operazione A.BHAXB siestude

I

ad on funtore:defi A* Al, B- B'

definite f xg: AxB- AxB' cole

> Ax B 2

↓
-Y
i
-

B

L II fx8

Al - A'x B S B

Esercizio Se &he eggette termine
a prodoti biners

(i) Ax(Bxc)
=(A xB) xc

(ii) 1 x A =A=Ax 1

(iii) AxB =BxA.



Esponeuzidi

Sie &une categorie can produti binari.

Pef Divenes the &he exponentialise, dets At K,

per equi
B -K, ebbiole

BA EK
· un oggette

app:
B*x A+B

· rna happe

universet, net sentoce per ogni

8 X=k

d wappe
b:XxA+B



esste un'voice nappe x(b):X+
BA t. 2.

x x

Ax(b) x1A I
B*x A -> A

app

be a solo se NAEK

Prop K we espovenzidi
-

(-) x A
I

K K

he us aggiunto destro I-I*, con

4(XxA,B) =((X, BY)



Escrupi Set, Er, yr, psuce).-

Definizione One categorie 4
edette essere

-

cortesian chirse be he oggette terminate (1)

prodti bivari(AxB)
ed espenenidi (B*).



Isomorfism di Curry - Howard - Lawvere

Teorie deitipi Categorie
Logica

A, B,.. oggetti
A, B, -- formule

A, B, r. tipi

a

5 - A M +a: A X ->A

A xB

Aa B Ax B

BA
A=B

A=B

1
I 1



Esercizio - Sie 4une rtegorie contaience chirse.
-

Si costriscal moppe:
FX+A
-

⑪ BA xeB -> C
A X-GA

2 B,*xB
A
->(B, x Bz)A

2

③ (CB)* xB - CA

<A

③: inee
(CB)* xA x B - C
-

oppx1B B opp

(CB)
*

xA x B- C x B-C


