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RESUMO

PLANEJAMENTO PROBABILÍSTICO DE ROTAS NO ESPAÇO DE CONFIGUR A-

ÇÃO E SUA APLICAÇÃO EM ROBÓTICA MÓVEL

Autor: Bruno Vilhena Adorno

Orientador: Prof. Geovany Araújo Borges, ENE/UnB

Programa de Pós-graduação em Engenharia Elétrica

Brasília, 05 de setembro de 2008

Esta dissertação faz uma revisão e mostra a implementação dos principais métodos proba-

bilísticos para planejamento de rotas no espaço de configurações de um robô e propõe um

método incremental baseado em passeios aleatórios adaptativos. Visando a melhor compre-

ensão do algoritmo proposto, é feita a análise teórica para uma classe de passeios aleatórios

que não possuem homogeneidade espacial. A representação doproblema no espaço de con-

figurações permite tratar o robô como um ponto em um espaço abstrato, possibilitando a

utilização de um mesmo algoritmo em robôs com diferentes formatos e ainda com diferen-

tes modelos geométricos. A aplicação principal dos algoritmos abordados neste documento

é em planejamento de rotas para robôs holonômicos que se movem em um plano. Porém,

ela pode ser estendida para robôs com outros modelos geométricos e até mesmo sistemas

multirrobôs. Uma avaliação por simulação do desempenho dosprincipais algorimos imple-

mentados é feita. Finalmente, é feita a comparação com o algoritmo proposto mostrando seu

bom desempenho e boa qualidade das rotas resultantes.





ABSTRACT

PROBABILISTIC PATH PLANNING IN CONFIGURATION SPACE AND APP LI-

CATIONS TO MOBILE ROBOTS

Author: Bruno Vilhena Adorno

Supervisor: Prof. Geovany Araújo Borges, ENE/UnB

Programa de Pós-graduação em Engenharia Elétrica

Brasília, 05th September 2008

This dissertation presents the implementation of the main probabilistic path planning al-

gorithms in configuration space and presents a new incremental method based on adaptive

random walks. In addition, a theoretical analysis about a class of random walks without spa-

cial homogeneity is also presented. Configuration Spaces supply the framework necessary

to represent the robot as a point in an abstract space. Thus, the path planning problem can

be solved for robots with different shapes and geometric models. The analysis of simulated

experiments presents the good perfomance of the proposed method over those presented in

path planning literature.
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NOTAÇÃO

Neste trabalho vetores são representados por letras minúsculas em negrito. Matrizes

são representadas por letras maiúsculas em negrito. Já espaços e conjuntos em geral são

representados por letras maiúsculas caligráficas. Por exemplo, tem-se o vetor linhav =

[vx, vy], a matriz

A =







a b c

d e f

g h i






(1)

e o conjuntoS.

Uma atenção especial deve ser dada às configuraçõesq. Quando elas são representadas

explicitamente por um vetor coluna, escreve-seq. Quando elas representarem uma configu-

ração em um espaço não especificado, escreve-se simplesmenteq.
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1 INTRODUÇÃO GERAL

A journey of a thousand miles

starts with a single step.

Lao-tsu

Em robótica móvel, três são as tarefas comumentes atribuídas aos robôs: sensoriamento

e estimação; planejamento; e execução [1].

Um exemplo de tarefa de sensoriamento e estimação é a de localização e mapeamento

simultâneos (SLAM, do inglêsSimultaneous Localization and Mapping), na qual o robô

recebe dados de diversos sensores e, após processamento adequado, estima sua localização

no ambiente e o representa por meio de um mapa [2].

O planejamento consiste em determinar o conjunto de ações a serem tomadas para atingir

um determinado objetivo. Por exemplo, um plano para que um robô saia de uma sala cuja

porta está fechada pode ser: ir até a porta; girar a maçaneta;abrir a porta; e sair.

A etapa de execução consiste em “colocar em prática” o que foiplanejado. No caso do

robô cujo objetivo é sair da sala, o ato de se locomover até a porta, segurar a maçaneta e

girá-la e, então, efetivamente se locomover para o lado de fora, constitui o ato de executar o

plano.

Este trabalho tratará apenas da tarefa de planejamento de rotas, cuja descrição mais de-

talhada vem a seguir.

1.1 DEFINIÇÃO DO PROBLEMA

De acordo com o dicionário Aurélio da língua portuguesa, o termo planejar significa

“1. Fazer o plano ou a planta de; projetar, traçar”, enquanto que o termo rota significa

“1. Caminho, rumo”. Assim, planejamento de rotas pode ser considerado como o ato de

planejar um caminho para ir de um lugar a outro.

O problema de planejamento de rotas no contexto de robótica consiste em, dadas as confi-

gurações inicial e final de um robô, descobrir uma seqüência de movimentos a ser executada

pelo robô para que ele saia da primeira e chegue à segunda sem colidir com obstáculos.

Assim, a configuraçãoq de um robô representa a localização e orientação de todos os seus

pontos no espaço de trabalhoW e o espaço de configuraçõesC representa o conjunto de

todas as suas configurações. A dimensão do espaço de configurações é igual ao número de

variáveis independentes utilizadas para representar a configuração do robô. Por exemplo, um

robô holonômico (i.e., que não possui restrições de movimento) com formato retangular no
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Figura 1.1: Configurações inicial e final à esquerda e à direita, respectivamente.C é tridi-

mensional eW é bidimensional.

plano(x, y) possui três graus de liberdade, sendo dois para translação eum para orientação.

Desta forma, seu espaço de configurações tem três dimensões eo espaço de trabalho em que

ele se encontra é bidimensional.

O planejamento de rotas, em geral, ocorre no espaço de configurações do robô, e não

no espaço de trabalhoW. É exigida assim, uma boa formulação para o problema, pois o

alcance da solução pode consistir na busca em um espaço de dimensão arbitrária e muitas

vezes não-Euclidiano.

De uma forma geral, a solução para o problema de planejamentode rotas é uma função

contínuaπ tal queπ : [0, 1]→ Cfree, em queπ(0) = qstart, π(1) = qend, Cfree corresponde à

porção do espaço de configurações que está livre de obstáculos eqstart e qend correspondem

às configurações inicial e final do robô, respectivamente [2].

A Figura 1.1 mostra um exemplo típico de planejamento de rotas, em que um robô com

formato em L sai da configuração inicial no lado esquerdo e chega na configuração final

no lado direito, passando por uma estreita passagem no meio do espaço de trabalho. As

configurações intermediárias estão livres de colisão e portanto pertencem aCfree.

1.2 PRINCIPAIS DIFICULDADES

Uma das maiores dificuldades encontradas no problema de planejamento de rotas é que

sua solução requer um tempo que cresce exponencialmente como número de graus de li-

berdade do robô [3], sendo que as soluções determinísticas ecompletas se mostraram com-

putacionalmente impraticáveis para robôs com elevado número de graus de liberdade [3, 4].

Sendo assim, um dos focos das pesquisas tem sido em abordagens que aproximam o espaço

de configurações livre por meio de amostras do mesmo, sendo que muitas das técnicas desen-

volvidas desde a década de 90 se mostraram computacionalmente eficientes [5, 4, 6, 7, 8, 9].
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As maiores dificuldades relacionadas ao problema de planejamento de rotas que aproximam

Cfree por meio de amostras são:

• a representação do problema em uma forma geral não é trivial ea determinação de

uma representação eficiente de espaços de configurações maiscomplexos pode ser

uma tarefa árdua. Notadamente, projetar planejadores que tenham bom desempenho

computacional, produzam rotas com boa qualidade para uma ampla classe de espaços

de configuração e que não sejam dependentes do espaço de trabalho é um grande

desafio;

• passagens estreitas emCfree podem afetar consideravelmente o desempenho destes

algoritmos. Sendo assim, muito esforço tem sido empreendido no sentido de amostrar

mais seletivamenteCfree [10, 11, 12, 13, 14];

• como a busca da solução consiste em realizar uma exploração no espaço de configu-

rações, encontrar métodos eficientes para esta exploração ainda é um desafio, sendo

que vários algoritmos foram projetados visando uma exploração uniforme deCfree
[15, 6, 7, 4];

• como o problema de planejamento de rotas pode ser aplicado a robôs ou objetos com

espaço de configurações com uma topologia arbitrária, definir métricas de distância e

amostrar configurações aleatórias nestes espaços pode não ser trivial;

• finalmente, mas longe de ser a última dificuldade existente, geralmente os algoritmos

baseados em amostragem probabilística do espaço de configurações geram rotas que

possuem muitas redundâncias e ciclos desnecessários, havendo então a necessidade

de suavização, o que nem sempre é fácil tendo em vista a topologia do espaço de

configurações [16].

1.3 ESTADO DA ARTE EM PLANEJAMENTO DE ROTAS

O planejamento de movimento em robótica móvel é uma área consolidada e resultados

significativos já foram obtidos tanto do ponto de vista teórico quanto de resultados práticos.

O problema clássico conhecido como “problema do móvel generalizado” é tratado nos tra-

balhos de John Reif [17, 18] . Na análise mais básica, dado um poliedro inserido em um

espaço euclidiano de duas ou três dimensões contendo obstáculos poliédricos, ele tem que

ser levado de um ponto inicial e até um ponto final sem entrar emcontato com os obstáculos

[17]. Na generalização do problema, o móvel é substituído por um conjunto de poliedros

ligados entre si [18]. Do ponto de vista prático, várias abordagens práticas são apresentadas

em [19, 2], sendo as abordagens principais, no que se refere aos algoritmos probabilísticos,

revisadas no Capítulo 3.
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Devido ao bom desempenho dos algoritmos de planejamento de rotas desenvolvidos nos

últimos anos, a sua utilização extrapolou o universo da robótica móvel e alcançou outras

áreas de pesquisa, tais como animação de atores artificiais,biologia molecular, problemas

de montagens complexas, planejamento de movimento para objetos flexíveis, planejamento

multirrobôs e planejamento em ambientes com obstáculos quese movem [2].

A seguir é apresentado um levantamento do estado da arte de acordo com cada um desses

segmentos.

1.3.1 Robótica móvel

Em robótica móvel terrestre, várias abordagens de planejamento de rotas foram imple-

mentadas com sucesso. Uma técnica que utiliza campos de potencial artificiais para robôs

com vários graus de liberdade e que escapa de mínimos locais espúrios através de passeios

aleatórios é apresentada em [5]. Uma abordagem que utiliza campos eletrostáticos artificiais

e que resulta em apenas um mínimo localizado no destino é apresentada em [20].

Existem também abordagens que amostram o espaço de configurações e criam uma es-

trutura abstrata para representar as configurações livres de obstáculos, resolvendo de forma

eficiente o problema de planejamento de rotas para ambientesestáticos [4, 6, 7, 8, 9]. Con-

tudo, extensões em alguns desses algoritmos permitiram o seu uso em ambientes dinâmicos

[21].

Em [22] é apresentado um algoritmo genético que utiliza cromossomos de tamanho va-

riável e alguns operadores especializados que incorporam um conhecimento do espaço de

trabalho, o que aumenta a velocidade de convergência do algoritmo quando comparado com

algoritmos genéticos baseados apenas nos operadores clássicos.

Em robótica móvel existem ainda as abordagens ditas robustas. Nestas, em geral, o pla-

nejamento é feito em um espaço abstratoI, chamado espaço de informações. O estado do

ambiente não é conhecido e a única informação disponível e que compõe o espaço de infor-

mações é dada pelo histórico das observações dos sensores, as ações que foram aplicadas e

as condições iniciais. A abordagem clássica para resolver este tipo de problema é usar toda

a informação disponível para estimar o estado atual do sistema. Entretanto, em muitos casos

é possível resolver a tarefa completamente apenas utilizando o espaço de informações [19].

Um exemplo de planejador robusto é apresentado em [23] e usa Processos de Decisões

Markovianos para modelar um robô e sua interação com o ambiente. Assim, o processo é

definido como uma quádrupla< S,A, T,R > em queS é um conjunto finito dos estados que

caracterizam o ambiente;A é um conjunto finito de ações que permite a transição entre os

estados;T é a função de transição que determina a probabilidade de ir deum estados1 para

um estados2 quando uma açãoa é executada; eR é uma função de recompensa usada para

especificar o objetivo a ser alcançado e as áreas perigosas doambiente. A robustez é alcan-
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çada ao minimizar as incertezas tanto na geração quanto na execução da rota, minimizando

efeitos indesejáveis, como derrapagens, ao executar movimentos de rotação.

Um exemplo de aplicação em robótica móvel aérea consiste no planejamento de rotas

para um veículo aéreo não tripulado em miniatura e de asa fixa [24]. Esta aplicação é par-

ticularmente difícil, pois além de haver grandes restrições dinâmicas, o sistema embarcado

não possui grande poder de processamento por restrições na capacidade de carga do veículo.

Sendo assim, como o sistema não faz mapeamento, a informaçãosobre o ambiente é

retirada de uma base de dados que não necessariamente contéma informação sobre todos

os obstáculos. A rota é gerada a partir de um planejador baseado na amostragem do espaço

de estados [15]. Um sistema de desvio local de obstáculos é necessário no momento da

execução da trajetória para evitar objetos não catalogadosna base de dados.

Na aplicação em sistemas multirrobôs, além de ser necessário encontrar rotas para cada

robô, existe ainda a necessidade de garantir que dois robôs não entrem em colisão ao exe-

cutarem a rota. Uma solução direta é a abordagem centralizada, na qual o espaço de con-

figurações resultante é o produto cartesiano1 do espaço de configurações de cada robô. A

dimensão resultante será igual à soma das dimensões de cada espaço de configurações. Esta

abordagem pode ocasionar uma grande dimensionalidade do espaço de busca final, porém o

algoritmo utilizado neste caso não difere para o caso em que há apenas um robô.

Já na abordagem desacoplada não há o aumento da dimensionalidade. Em uma primeira

etapa são achadas rotas livres para cada robô e em uma segundaetapa calcula-se a velocidade

relativa de cada robô ao longo da rota evitando colisão entreeles. O grande problema desta

abordagem é que, mesmo que as duas etapas sejam completas2, o algoritmo resultante não

é completo, ou seja, pode ser que exista uma solução para o problema, mas as rotas geradas

na primeira etapa poderiam gerar colisões entre dois robôs quando estes fossem executá-las.

Neste caso, o algoritmo retornaria a ausência de solução, quando na verdade ela existia e o

algoritmo que não foi capaz de encontrá-la. Alternativamente, cada robô pode ser processado

individualmente em uma ordem pré-definida, sendo que cada robô passa a ser considerado

um obstáculo que se move assim que sua rota é calculada [2].

1.3.2 Problemas de montagem e desmontagem

O objetivo do planejamento de rotas em problemas de montageme desmontagem é testar

a remoção e montagem de várias partes de um conjunto de peças com objetivo de fazer ma-

nutenção das mesmas [19]. Este tipo de algoritmo permite a utilização de modelos em pro-

gramas computacionais específicos para projetos de peças e mecanismos (programas CAD,

1O produto cartesiano entre dois conjuntosP e R é o conjunto de todos os pontos(p, r), tal quep ∈ P e

r ∈ R.
2Um algoritmo é dito completo quando ele retorna a solução em tempo finito, caso ela exista ou, caso

contrário, reporta a não existência da solução.
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(a) Posição inicial: banco montado (b) Posição final: banco desmontado

(c) Seqüência de movimentos para retirada do banco

Figura 1.2: Problema de montagem e desmontagem na indústriaautomobilística [25].

do inglêsComputer Aided Design) em vez do teste em modelos físicos reais, diminuindo o

custo e tempo de desenvolvimento. De fato, existem softwares usados pela indústria auto-

mobilística para resolver este tipo de problema.

No que se refere à montagem de carros, já existem células de manufatura que são pro-

jetadas em CAD, sendo que os modelos geométricos gerados em software são usados para

planejamento de rotas. Em algumas tarefas relacionadas à selagem de automóveis (processo

na qual uma substância é aplicada às frestas do veículo de forma a evitar a entrada de poeira

e água) os engenheiros fornecem apenas comandos de alto nível para os robôs, que então

calculam automaticamente seus movimentos.

A Figura 1.2 mostra um exemplo de resolução do problema existente na indústria auto-

mobilística de retirar um banco do interior de um automóvel [25]. A Figura 1.2(a) mostra o

banco dentro do carro e a Figura 1.2(b) o mostra na posição final. A seqüência de movimen-

tos que possibilita a desmontagem do banco é mostrada na Figura 1.2(c).

1.3.3 Animação de atores artificiais

O uso de algoritmos de planejamento de rotas em animação de atores artificiais permite

o uso de comandos em alto nível, evitando tarefas tediosas como animação quadro a quadro

[19]. Além disso, esses algoritmos se aplicam ao planejamento de movimento para mani-

pulação de objetos, em que o objetivo é mover alguns objetos na cena de uma configuração

inicial estável até uma configuração final também estável, evitando colisão com objetos na
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cena.

Em [26] é mostrada a implementação baseada na amostragem do espaço de configurações

por meio de uma árvore que explora de maneira eficiente o espaço de configurações livre

e que, utilizando atalhos, forma um grafo utilizado para gerar movimentos para um ator

artificial de 22 graus de liberdade. A amostragem é polarizada de forma a favorecer as

melhores posturas para tarefas de manipulação de objetos e omapa de rotas resultante ainda é

atualizado dinamicamente quando os obstáculos mudam de posição. A Figura 1.3(a) mostra

um exemplo de planejamento de movimento para um humanóide emum escritório virtual

cuja mesa está cheia de objetos. A Figura 1.3(b) mostra a representação espacial dos nós

gerados no espaço de configurações. Por último, a Figura 1.3(c) mostra o mapa de rotas com

os nós e arcos representados no espaço de trabalho.

1.3.4 Planejamento de rotas para robôs humanóides

Uma abordagem para planejamento de movimento para robôs humanóides consiste em

virtualizar o espaço de trabalho e, então, fazer o planejamento usando informações do am-

biente virtual. Porém, a execução do movimento ocorre no espaço de trabalho real [27]. A

árvore de exploração faz uma busca no espaço das configurações que são estaticamente está-

veis para achar uma solução que também esteja emCfree. Uma vantagem dessa abordagem

é que o planejamento pode ser feito de maneira semelhante ao da animação de atores artifi-

ciais, pois o ambiente é virtualizado. Contudo, o espaço de busca é modificado, pois existem

restrições relacionadas ao equilíbrio do humanóide real.

1.3.5 Aplicação em biologia computacional

Os algoritmos de planejamento de rotas também são utilizados em aplicações dedocking

e dobramento de proteínas. O problema dedockingé particularmente difícil no que se refere

à dimensionalidade do espaço de configurações, pois existemmilhares de graus de liberdade

[29]. Neste problema o objetivo é determinar se uma moléculaflexível pode ser inserida

dentro da cavidade de uma proteína, obedecendo limitações como baixa energia. A vantagem

da simulação dedockingde proteínas pode ser encontrada no desenvolvimento de novos

medicamentos, uma vez que testes preliminares podem ser feitos em simulação e somente

os componentes com melhores resultados são efetivamente testados, havendo uma economia

de tempo e recursos financeiros [2].

No caso do estudo de dobramento de proteínas, o objetivo é caracterizar a seqüência de

movimentos seguidos por uma proteína para que ela saia de umaforma desorganizada até

uma configuração altamente ordenada. O caminho que a proteína segue para alcançar a sua

configuração nativa é difícil de ser determinado experimentalmente porque geralmente os

passos intermediários acontecem muito rapidamente, sendode difícil detecção [2].
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(a) Ator artificial (b) Representação das configura-

ções geradas

(c) Mapa de rotas resultante

Figura 1.3: Exemplo de planejamento de movimento para um ator artificial com 11 graus de

liberdade [28].

Algoritmos comumente aplicados em robótica móvel têm sido utilizados para análise do

movimento molecular de maneira eficaz. Em [30] um mapa de rotas é utilizado para repre-

sentar as transições de várias configurações de proteínas. Desta forma, cada nó é amostrado

aleatoriamente e representa um arranjo molecular. Cada borda direcionada ligando dois nós

possui um peso que é a probabilidade da molécula sair do nó de origem da borda (arranjo

inicial) até o nó de destino (arranjo final), sendo esta probabilidade dependente da diferença

de energia entre os dois arranjos moleculares. Sendo assim,o grafo contém vários caminhos

com probabilidades associadas, permitindo a análise do movimento de proteínas em todo o

“cenário de energia”.

1.3.6 Manipulação de objetos deformáveis

Na manipulação de objetos flexíveis deve-se levar em consideração as propriedades fí-

sicas dos objetos manipulados. Um exemplo de representaçãoemprega um sistema massa-

mola para descrever os objetos [31], sendo que o cálculo de seus formatos com respeito aos

limites de manipulação é dado por meio da minimização da função de energia de deformação

de cada objeto.

Dado um objeto deformável com características físicas conhecidas e um conjunto de

maneiras que o objeto pode ser deformado, o objetivo é achar um caminho que o leva de

uma configuração inicial até uma configuração final, sendo queestes caminhos consistem

em rotas com deformações de baixa energia.

Em problemas de montagens, a flexibilidade pode ser levada emconsideração para pro-

duzir montagens mais compactas. No contexto de projetos de medicamentos, o tratamento
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Figura 1.4: Exemplo de planejamento com objetos deformáveis. Tanto o cubo quanto as

barreiras são flexíveis. A seqüência é mostrada da esquerda para a direita e de cima para

baixo. [32].

rigoroso das propriedades físicas das moléculas é crucial para obter seqüências de baixa

energia e que podem ser encontradas na natureza [2]. Assim, arota resultante tem que ser

livre de colisões e energeticamente praticável.

A Figura 1.4 mostra o planejamento de movimento para um cubo deformável em um am-

biente cujos obstáculos também são deformáveis. O objetivoé levar o cubo da extremidade

inferior do espaço de trabalho até a extremidade superior. Odesafio consiste em atravessar

uma passagem mais estreita que a largura do cubo situada entre as duas barreiras. Na formu-

lação clássica de planejamento de rotas este problema não tem solução, pois o objeto móvel

não pode entrar em contato com os obstáculos. Contudo, o modelamento da deformação dos

objetos torna o problema solucionável.

1.4 OBJETIVOS E CONTRIBUIÇÕES DO TRABALHO

São objetivos deste trabalho estudar e avaliar técnicas de planejamento de rotas baseadas

na amostragem do espaço de configurações e sua aplicação a um robô móvel omnidirecional

que se move em um plano. O principal desafio é encontrar soluções que sejam praticá-

veis computacionalmente e sejam de boa qualidade (e.g., sem ciclos e desvios necessários),

visando a futura implementação em uma plataforma móvel omnidirecional pertencente ao

Laboratório de Robótica e Automação da Universidade de Brasília [33].

Apesar desta aplicação ser um caso particular do problema clássico do móvel generali-

zado, este trabalho visa explorar não somente técnicas que resolvam o caso específico do

robô omnidirecional em um plano, mas que também possam ser utilizadas em problemas
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de maior complexidade e mais generalizados, como poliedrosse movendo em um espaço

tridimensional com obstáculos poliédricos ou mesmo sistemas multirrobôs.

As principais contribuições deste trabalho são:

1. análise teórica de uma classe de passeios aleatórios usados em algoritmos de planeja-

mento de rotas; e

2. desenvolvimento de um algoritmo incremental de alto desempenho.

Até o presente momento, três artigos baseados neste trabalho foram publicados em con-

ferências nacionais [33, 34, 35].

1.5 ORGANIZAÇÃO DA DISSERTAÇÃO

Este trabalho está organizado em sete capítulos. O Capítulo2 apresenta conceitos re-

lacionados à representação do espaço de configurações, sendo que o Capítulo 3 faz princi-

palmente uma revisão dos principais métodos probabilísticos de planejamento de rotas. O

Capítulo 4 apresenta métodos de amostragem do espaço de configurações e ainda alguns

métodos de suavização de rotas. O Capítulo 5 apresenta o algoritmo desenvolvido nesta dis-

sertação, assim como uma análise teórica do algoritmo no qual ele foi baseado. No Capítulo

6 são apresentados resultados obtidos por meio de simulaçãocomparando entre si os prin-

cipais algoritmos que compõem o estado da arte, assim como com o algoritmo proposto. O

Capítulo 7 apresenta as conclusões e as propostas de continuidade para este trabalho. Por

último, o Apêndice A mostra os ambientes de teste utilizadosna avaliação experimental, en-

quanto o Apêndice B faz uma revisão dos principais conceitosde probabilidade usados nesta

dissertação.
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2 ESPAÇO DE CONFIGURAÇÕES

Geometry is not true, it is advantageous.

Henri Poincaré

O espaço de configurações é uma representação matemática quepermite tratar o robô

como um ponto em um espaço apropriado. Esta representação permite que problemas de

planejamento que parecem diferentes em termos de geometriae cinemática sejam resolvi-

dos pelo mesmo algoritmo [19]. Conceitos físicos como forçae atrito também podem ser

representados neste espaço como construções geométricas adicionais [36]. Além disso, para

planejamento de rotas, faz-se necessário mapear os obstáculos neste espaço, mas não neces-

sariamente de forma explícita.

Definição 2.0.1.A configuração de um robô poliédrico arbitrário é a especificação da po-

sição de todos os pontos desse robô relativa a um sistema de coordenadas fixo de referência.

Sendo assim, a configuraçãoq de um robô poliédricoA é a especificação da posição e

orientação de um sistema de coordenadasFA fixado no robô em relação a um sistema de

coordenadas fixo de referênciaFW [36].

A (q) representa o volume ocupado no espaço de trabalhoW pelo robôA quando ele

se encontra na configuraçãoq e o espaço de trabalho representa o ambiente onde o robô e

os obstáculos se encontram. Ainda que a Definição 2.0.1 se aplique a robôs poliédricos,

ela pode ser estendida para robôs com características geométricas mais gerais ou mesmo

sistemas multirrobôs.

Definição 2.0.2.O espaço de configuraçõesC de um robô é o conjunto de todas as configu-

rações possíveis para este robô.

Tipicamente, cada grau de liberdade do robô corresponde a uma dimensão do espaço de

configurações, sendo que este vai caracterizar todas as possíveis posições e orientações do

robô independentemente dos obstáculos que se encontram no espaço de trabalho no qual o

robô está inserido.

Todo obstáculoOi, i = 1, . . . , n, no espaço de trabalhoW pode ser mapeado emC por

meio da regiãoCOi = {q ∈ C | A (q) ∩ Oi 6= ∅}. Sendo assim, o espaço de configurações

livre Cfree é dado por [36]

Cfree = C \
n
⋃

i=1

COi =

{

q ∈ C | A (q) ∩
(

n
⋃

i=1

Oi

)

= ∅
}

. (2.1)

Cfree representa as configurações emC na qual o robô não está em contato com obstácu-

los no espaço de trabalho. De fato, o planejamento de rotas emgeral acontece emCfree,
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uma vez que se deseja encontrar uma rota livre de contato com obstáculos que ligue duas

configurações quaisquer.

Exemplo 2.0.1. Um robô pode estar contido em espaços de trabalho de duas ou três

dimensões, mas o seu espaço de configurações pode ser de ordemmais alta e não Eucli-

diano. Por exemplo, um robô holonômico que possui movimentos de translação e rotação

em um plano possui um espaço de configurações tridimensional, pois o robô possui três

graus de liberdade (x, y, θ). �

Se o robô é um objeto contido em um espaço de trabalho tridimensional e que pode se

translacionar e rotacionar livremente, então ele possuiráum espaço de configurações ainda

mais complexo, pois haverá três graus de liberdade para translação mais três graus de liber-

dade para rotação. Além disso, esta última pode ser representada de diversas maneiras, seja

por meio de ângulos de Euler, matrizes de rotação ou quatérnios [19, 36, 2].

Faz-se necessário compreender melhor a estrutura de diferentes tipos de espaço de con-

figurações uma vez que, quanto melhor a compreensão dessas estruturas, maior será o en-

tendimento do problema de planejamento de rotas em geral. Para entender a estrutura de

diversos tipos de espaços de configuração é necessário reconhecê-los como espaços topoló-

gicos. Topologia é o ramo da Matemática que considera as propriedades dos objetos que não

mudam quando eles estão sujeitos a transformações contínuas arbitrárias [2].

Definição 2.0.3.Um conjuntoS é chamado de espaço topológico se existe uma coleção de

subconjuntos deS, chamadosconjuntos abertos, para os quais os seguintes axiomas são

válidos [19]:

1. A união de um conjunto contável de conjuntos abertos é um conjunto aberto;

2. A intersecção de um número contável de conjuntos abertos éum conjunto aberto;

3. S e∅ são conjuntos abertos. �

A Definição 2.0.3 é bastante geral e vai muito além dos espaçosEuclidianos. Contudo, os

espaços de configuração tipicamente tratados no problema deplanejamento de movimento

possuem mais restrições [2]. De fato, nos espaços topológicos comumentes utilizados em

planejamento de rotas cada ponto tem uma vizinhança que se assemelha a um espaço eucli-

diano, mas a estrutura global deC pode ser bem mais complexa. Estes espaços são chamados

de variedade. Entretanto, antes de uma definição mais formalde variedade faz-se necessária

a definição de homeomorfismo [2]:

Definição 2.0.4.Se o mapeamentoφ : S −→ T é bijetor eφ eφ−1 são contínuas, entãoφ é

um homeomorfismo e é dito queS eT são homeomorfas.

Uma vez conhecida a Definição 2.0.4, segue a definição de variedade [2]:
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Figura 2.1: Mapeamento do intervalo aberto(−1, 1) emR.

Definição 2.0.5.Um conjuntoS é uma variedadek-dimensional se ele é localmente home-

omorfo aRk, significando que cada ponto emS possui uma vizinhança que é homeomorfa a

um conjunto aberto emRk.

A Definição 2.0.5 implica no fato de que localmente um espaço topológico pode ser

mapeado em um espaço Euclidiano.

Exemplo 2.0.2. O intervalo aberto(−1, 1) é uma variedade, pois localmente ele é home-

omorfo aR. Um exemplo de mapeamento que indica este fato éf(x) = tan
(

πx
2

)

, x ∈
(−1, 1). Este mapeamento é mostrado na Figura 2.1, em que o domínio é ointervalo

aberto(−1, 1), mas a imagem corresponde a todo o intervaloR. De fato, todos inter-

valos abertos deR são variedades unidimensionais e são mapeados diretamenteemR
[19]. �

Definição 2.0.6.Um mapeamentoφ : U → V é dito suave se todas as derivadas parciais

deφ, de todas as ordens, são definidas. Já um mapeamento suaveφ : U → V é um difeo-

morfismo seφ é bijetora eφ−1 é suave. Quandoφ existe, é dito queU eV são difeomorfas

[2].

Definição 2.0.7.Um par (U, φ), tal queU é um conjunto aberto em uma variedadek-

dimensional eφ é um difeomorfismo deU em algum conjunto aberto emRk, é chamado

carta [2].

Cartas são comumente associadas a sistemas de coordenadas,pois cada ponto deU tem

um ponto correspondente em um espaço Euclidiano. O difeomorfismo inversoφ−1 : Rk →
U é conhecido com parametrização da variedade [2, 19, 36].
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Uma variedadek-dimensional sempre pode ser embutida em um espaço EuclidianoR2k+1.

Para variedades suaves, pode ser mostrado queR2k é suficiente [19].

Exemplo 2.0.3. A variedade unidimensionalS1 que representa o grupo do círculo1 é

embutida emR2 por meio da parametrizaçãoS1 = {x = (x1, x2) ∈ R2|x2
1 + x2

2 = 1}.

Contudo, seS1 é uma variedade unidimensional, então é possível mapeá-la local-

mente em um espaço euclidiano unidimensionalR. De fato, para o semicírculo superior,

a seguinte carta é válida

U1 =
{

x ∈ S1|x2 > 0
}

, φ1 (x) = x1. (2.2)

com parametrização dada porφ−1
1 (z) =

(

z, (1− z2)
1

2

)

. �

No Exemplo 2.0.3, apenas o semicírculo superior foi mapeadoemR. É possível fazer

uma carta global que mapeie todo o círculo? Não, poisS1 não é globalmente difeomorfo aR
[2]. Além disso, não é possível utilizar várias cartas arbitrárias para representar a topologia

deS1. De fato, na região de fronteira e intersecção das cartas deve ser possível fazer uma

transição suave entre uma e outra. Portanto, as duas cartas devem ter uma relaçãoC∞, cuja

definição é [2]:

Definição 2.0.8.Seja(U, φ) e (V, ψ) duas cartas em uma variedadek-dimensional. SejaX

a imagem deU ∩ V dada a funçãoφ eY a imagem deU ∩ V dada a funçãoψ, ou seja,

X =
{

φ (x) ∈ Rk|x ∈ U ∩ V
}

,

Y =
{

ψ (y) ∈ Rk|y ∈ U ∩ V
}

.

Sendo uma função denominadaC∞ quando todas as suas derivadas são definidas, é dito

que as duas cartas possuem uma relaçãoC∞ seψ (φ−1 (x)) : X → Y eφ (ψ−1 (y)) : Y →
X sãoC∞. �

Quando todas as cartas de uma determinada variedade sãoC∞-relacionadas e a cobrem

completamente, elas formam um atlas [36, 2]. Assim, em um atlas a transição entre as cartas,

além de contínua, é suave.

Exemplo 2.0.4. Ainda paraS1, as cartas

U1 =
{

x = (x1, x2) ∈ S1|x2
1 + x2

2 = 1, x2 > 0
}

, φ1 (x) = x1 (2.3)

U2 =
{

x = (x1, x2) ∈ S1|x2
1 + x2

2 = 1, x2 < 0
}

, φ2 (x) = x1 (2.4)

(2.5)

1O nome círculo é utilizado no sentido topológico. Toda variedade homeomorfa aS1 é considerada comoS1, apenas representada de uma outra maneira. Então, no sentido topológico, todo círculo, independentemente

do raio e da posição, é representado porS1 [19].
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com as parametrizações

φ−1
1 (z) =

(

z,
(

1− z2
)

1

2

)

(2.6)

φ−1
2 (z) =

(

z,−
(

1− z2
)

1

2

)

(2.7)

formam um atlas, poisφ1

(

φ−1
2 (z)

)

= φ2

(

φ−1
1 (z)

)

= z, e portanto têm todas as deriva-

das definidas. �

O exemplo anterior mostra que, apesar de ser possível mapearuma variedadek-dimensio-

nal em um espaço Euclidiano também de dimensãok, muitas vezes são necessárias várias

cartas para representar globalmente a variedade. Uma vez que é possível embutir uma varie-

dade suavek-dimensional emR2k, pode ser interessante usar representações globais mesmo

que sejam necessárias mais dimensões para representar a variedade em questão. As opera-

ções matemáticas podem ser mais diretas e elegantes, sem a necessidade de ter que avaliar

qual carta do atlas representa a região de interesse na variedade.

2.1 GRUPOS

Os espaços topológicos podem ser divididos em grupos, de forma que espaços de um

mesmo grupo sejam equivalentes [19]:

Definição 2.1.1.Um grupo é um conjuntoG, em conjunto com uma operação binária◦, tal

que os seguintes “axiomas de grupo são satisfeitos”:

1. para todoa, b ∈ G, a ◦ b ∈ G;

2. para todoa, b, c ∈ G, (a ◦ b) ◦ c = a ◦ (b ◦ c);

3. existe um elementoi ∈ G, chamado de identidade, tal que para todoa ∈ G, i ◦ a = a

ea ◦ i = a;

4. para todo elementoa ∈ G, existe um elementoa−1 ∈ G, chamado de inversa dea,

para o quala ◦ a−1 = i ea−1 ◦ a = i. �

Exemplo 2.1.1. Os números inteirosZ formam um grupo com respeito à operação de

adição. Sendo a identidade o número 0, a inversa de cada elementoi ∈ Z é o elemento

−i ∈ Z. �

Dois grupos são particularmente úteis para planejamento derotas: Grupo Especial Orto-

gonalSO (n) e Grupo Especial EuclidianoSE (n).
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2.1.1 Grupo especial ortogonalSO (n)

O grupo especial ortogonalSO (n) é um conjunto de matrizes que tipicamente são utili-

zadas para representar rotações e que possuem as seguintes características:

• são não-singulares;

• para cadaA ∈ SO (n) existe umA−1 ∈ SO(n) tal queAA−1 = I;

• A−1 = AT , ou seja,A é ortogonal;

• por último, as matrizes pertencentes aSO (n) possuem colunas ortogonais e o deter-

minante sempre é igual a 1.

Uma vez quen refere-se à dimensão dos elementos do grupo, em robótica tipicamenten =

{2, 3}, uma vez que essas são as dimensões deW. Portanto, para representar uma rotação

no plano utiliza-se as matrizes do grupoSO (2), sendo elas definidas como

(

cos θ − sin θ

sin θ cos θ

)

(2.8)

Já em 3 dimensões a matriz de rotação pode ser definida como [36]







n2
x(1− cθ) + cθ nxny(1− cθ)− nzsθ nxnz(1− cθ) + nysθ

nxny(1− cθ) + nzsθ n2
y(1− cθ) + cθ nynz(1− cθ)− nxsθ

nxnz(1− cθ)− nysθ nynz(1− cθ) + nxsθ n2
z(1− cθ) + cθ






, (2.9)

em quesin θ = sθ e cos θ = cθ. Esta matriz representa a orientação depois de uma rotaçãoθ

em torno de um eixo com vetor unitárion = [nx, ny, nz]
T representando sua orientação em

relação ao sistema de coordenadas fixoFW. A Figura 2.2 mostra a representação do vetor

unitário no sistema de coordenadas fixo, formado pelos eixosx, y ez, e a rotaçãoθ em torno

deste eixo.

A grande vantagem de usar as matrizes do grupoSO(n) é que, dada uma orientação

inicial R1
0 do sistema de coordenadasFA do robô em relação ao sistema de coordenadas fixo

FW, rotações sucessivasRi
i−1, i = 2, . . . , k, implicam em uma orientação final dada por

Rk
0 = R1

0 ·R2
1 . . .R

k
k−1, em queRi

i−1 significa que a rotaçãoi é feita em relação ao sistema

de coordenadas móvel com orientação dada pela matrizRi−1
0 .

É importante observar que a ordem da multiplicação altera a orientação final deFA.

Assim, dada uma matriz de rotaçãoR1
0 que relacionaFA com FW, se o objetivo é fazer

uma rotaçãoR não em relação ao eixo móvel, mas sim em relação ao eixo fixo, então a

multiplicação é feita pela esquerda, ou seja,R2
0 = R ·R1

0 [37].
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Figura 2.2: Rotaçãoθ em torno de um eixo unitário arbitrário.

2.1.2 Grupo especial EuclidianoSE (n)

Dados o sistema de coordenadas fixoFW e o sistema de coordenadasFA associado a um

robô poliédrico, a configuração final do robô que sofre simultaneamente translação e rotação

pode ser dada por uma rotação, seguida de uma translação dadapelo vetord ∈ Rn, n =

{2, 3}, de FA em relação aFW. Contudo, as matrizes pertencentes ao grupoSE(n) já

encapsulam as operações de rotação e translação em uma únicamatriz, dada por

H =

(

R d

0 1

)

, (2.10)

em queR ∈ SO(n), d ∈ Rn é um vetor coluna de dimensãon × 1 e0 é um vetor linha de

dimensão1× n.

A matrizH é chamada matriz de transformação homogênea e é utilizada para represen-

tar o movimento de um corpo rígido. De maneira análoga às matrizes de rotação do grupo

SO(n), as matrizes de transformação homogênea, quando multiplicadas sucessivamente a

um sistema de coordenadas inicial móvelFA, com posição e orientação em relação ao sis-

tema de coordenadas fixo dadas porH1
0, implicam em uma orientação e posição final dadas

porHk
0 = H1

0 ·H2
1 . . . ·Hk

k−1. Assim como no caso das matrizes do grupoSO(n), a ordem da

multiplicação é importante. Sendo a transformação homogênea que relacionaFA comFW

dada porH1
0, então se uma segunda transformação, dada porH, for feita em relação aFW, a

orientação e posição final são dadas porH2
0 = H ·H1

0 [37].

2.2 REPRESENTAÇÕES ALTERNATIVAS PARA ROTAÇÕES

Existem representações alternativas para rotações, além deSO(n), que podem ser adota-

das. O uso de cada uma é dado pela conveniência e ausência de restrições que inviabilizem
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sua utilização. Por exemplo, uma rotação no plano pode ser representada por uma matriz do

grupoSO(2). Este grupo é homeomorfo aS1, que por sua vez está embutido emR2. Uma

representação de menor cardinalidade2 pode ser dada por um mapeamento deS1 → R por

meio de um processo deidentificação[19].

Definição 2.2.1.Um espaço topológico pode ser redefinido por meio de um processo de

identificação, no qual alguns pontos previamente distintospassam a ser considerados iguais.

Utiliza-se a notaçãoX/ ∼ para indicar que o espaço topológicoX foi identificado e a

indentificação é dada pora ∼ b, indicando que os pontosa e b são equivalentes. �

Exemplo 2.2.1. Para a rotação em duas dimensões, a identificaçãoS1 = [0, 1]/ ∼, com

0 ∼ 1 permite que um ângulo seja mapeado no intervaloθ ∈ [0, 1], sendo o ponto 0

equivalente ao ponto 1. A parametrizaçãoθ → (cos(2πθ), sin(2πθ)) faz o mapeamento

inverso[0, 1] → S1, que nada mais é que a parametrização por coordenadas polares

normalizada no intervalo[0, 1].

Exemplo 2.2.2. Em robótica móvel, usualmenteθ = 0 6= θ = 2π. Embora no mapa seja

a mesma postura, não é a mesma coisa para fins de controle e movimentação. Suponha

que seja definida uma função de distância entre dois ângulos

d =‖ θend − θstart ‖ . (2.11)

Seθend = 179◦ eθstart = −179◦, entãod = 179◦− (−179◦) = 358◦. Porém, se o espaço

for identificado de tal forma queθ ∈ [−180◦, 180◦]/ ∼, −180◦ ∼ 180◦, então a Equação

2.11 é redefinida como

d =



















‖ θend − θstart ‖ se(θend − θstart) ∈ [−180◦, 180◦],

‖ θend − θstart + 360◦ ‖ se(θend − θstart) < 180◦,

‖ θend − θstart − 360◦ ‖ se(θend − θstart) > 180◦.

(2.12)

Logo, seθend = 179◦ eθstart = −179◦, entãod = 2◦. �

Pode-se definir o espaço de configurações para robôs com diferentes modelos geométri-

cos3 por meio do produto cartesiano de diferentes espaços de configurações, havendo ainda

várias representações para o espaço de configurações de um mesmo robô.

Exemplo 2.2.3. Um robô poliédrico que se translaciona em um plano mas não possui

movimentos de rotação e cuja dinâmica é desconsiderada tem seu espaço de configura-

ções pertencente aR2.

2Cardinalidade representa o número de elementos de um conjunto.
3Muitos livros de robótica utilizam o termo “modelo cinemático” para designar o modelo geométrico de

um robô (e.g., [37]).
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Caso exista movimento de rotação, o espaço de configurações com representação de

menor cardinalidade passa a serR2×S. Como visto no Exemplo 2.2.1, a parametrização

θ → (cos(2πθ), sin(2πθ)),

comθ = [0, 1]/ ∼ e0 ∼ 1 pode ser utilizada para a representação deθ.

Pode-se ainda representar o espaço de configurações comoR2 × SO (2) ouSE (2).

SendoR2 × S uma variedade tridimensional, pode-se representar o robô apenas por

ξp = (x, y, θ), em queξp é conhecida como a postura do robô. Contudo, o devido cuidado

deve ser utilizado nos pontos de descontinuidade deθ, como já foi mostrado no Exemplo

2.2.2. �

Exemplo 2.2.4. Pode-se representar vários robôs, realizando simultaneamente movimento

de translação no plano, com apenas um espaço de configurações. Se for utilizada uma

aborgagem centralizada, isto é, um modelo global para vários robôs que somente se

translacionam no plano, o espaço de configurações global é dado porR2 × . . .×R2 =R2n, em quen é o número de robôs. Desta forma, a definição de espaço de configurações

passa a ser mais ampla que a Definição 2.0.2, uma vez que váriossistemas de coorde-

nadasFAi
(i = 1, . . . , n) associados um a cada robô são necessários para representar o

espaço de configurações. �

2.2.1 Ângulos de Euler

Para rotações em três dimensões, uma parametrização muito utilizada é por meio dos

ângulos de Euler, em que a orientação é definida por meio de umatripla (φ, θ, ψ). Esses

três ângulos representam rotações sucessivas em diferentes eixos deFA partindo de uma

orientação inicial de referência. A Figura 2.3 mostra essastrês rotações partindo do sistema

de coordenadas inicial(x0, y0, z0). Na Figura 2.3(a), uma rotaçãoφ em torno dez0 é feita,

resultando no sistema de coordenadas(x1, y1, z1). Na Figura 2.3(b), uma rotaçãoθ é feita

em torno dey1, resultando no sistema de coordenadas(x2, y2, z2). Por último, uma rotação

ψ em torno dez2 é feita, implicando na orientação final dada por(x3, y3, z3). A seqüência

de eixos de rotação pode ser diferente, apenas implicando emcartas diferentes [36].

A matriz de rotação correspondente aos ângulos de Euler é dada por

Eφθψ =







cos(φ) − sin(φ) 0

sin(φ) cos(φ) 0

0 0 1






·







cos(θ) 0 sin(θ)

0 1 0

− sin(θ) 0 cos(θ)






·







cos(ψ) − sin(ψ) 0

sin(ψ) cos(ψ) 0

0 0 1







=







cφcθcψ − sφsψ −cφcθsψ − sφcψ cφsθ

sφcθcψ + cφsψ −sφcθsψ + cφcψ sφsθ

−sθcψ sθsψ cθ






, (2.13)
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(a) Rotação de um ânguloφ em

relação az0.

(b) Rotação de um ânguloθ em

relação ay1.

(c) Rotação de um ânguloψ em

relação az2

Figura 2.3: Orientação utilizando ângulos de Euler.

em quesinα = sα, cosα = sα eEφθψ ∈ SO(3). Fazendo

Eφθψ =







r11 r12 r13

r21 r22 r23

r31 r32 r33







comφ, ψ ∈ [0, 2π) eθ ∈ (0, π), tem-se que [36]

φ = atan2(r23, r13), (2.14)

θ = atan2(
√

r2
31 + r2

32, r33),

ψ = atan2(r32,−r31).

Um problema da parametrização por meio dos ângulos de Euler éque dois pontos di-

ferentes(φ1, θ1, ψ1) e (φ2, θ2, ψ2) podem levar a uma mesma orientação (e.g.(π
4
, 0, π

4
) e

(π
2
, 0, 0)).

Exemplo 2.2.5. Para um robô que se move em um espaço de trabalho tridimensional, se

não houver movimento de rotação, o espaço de configurações é dado porR3. Caso haja

rotação, ele é definido comoR3 × SO(3) ou SE(3). Com um atlas adequado pode-se

representarSE(3) por meio de um espaço EuclidianoR6 (e.g.x, y, z, φ, θ, ψ), em queφ,

θ eψ são os ângulos de Euler. Neste caso, comumente a configuraçãodo robô é chamada

postura. Assim como emS1, não é possível representar a rotação tridimensional por meio

de ângulos de Euler usando apenas uma carta global [2]. �

2.2.2 Quatérnios

Os quatérnios são uma extensão do conceito de números complexos, uma vez que são

constituídos de uma componente real e três componentes imaginárias [19]. Assim, dado o

quatérnioh ∈ H, tem-se que

h = a + bi + cj + dk, (2.15)
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em quea, b, c, d ∈ R. Além disso, tem-se que

−ji = ij = k, (2.16)

−kj = jk = i, (2.17)

−ik = ki = j, (2.18)

i2 = j2 = k2 = −1. (2.19)

Os componentes do quatérnio formam uma base ortogonal emR4. Assim, um quatérnio

pode ser representado pelo vetorh = [a, b, c, d]T , sendo o seu módulo definido como

‖ h ‖ =
√
a2 + b2 + c2 + d2 =

√
hTh. (2.20)

Os quatérnios formam um grupo quanto à multiplicação. Dadosos quatérniosh1 eh2, a

operaçãoh3 = h1 · h2 resulta em um quatérnio dado por

h3 =h1 · h2

=(a0 + b0i + c0j + d0k)(a1 + b1i + c1j + d1k)

=(a0a1 − b0b1 − c0c1 − d0d1)+

(a0b1 + b0a1 + c0d1 − d0c1)i+

(a0c1 − b0d1 + c0a1 + d0b1)j+

(a0d1 + b0c1 − c0b1 + d0a1)k. (2.21)

Pela Eq. (2.19) nota-se queij = −ji, −kj = jk e−ik = ki, o que indica que a ordem da

multiplicação é importante. Logoh1 · h2 6= h2 · h1.

Os quatérnios podem ser reescritos, em notação compacta, como

h = (p0,p), (2.22)

em quep0 = a0 e p = [b0, c0, d0]
T . Assim, a multiplicação dos quatérniosh1 = (p0,p) e

h2 = (r0, r), comr0 = a1 er = [b1, c1, d1]
T , pode ser reescrita como

h3 = h1 · h2 = (s0, s),

s0 = p0r0 − pT r

s = p0r + r0p + p× r, (2.23)

e

p× r = det







i j k

b0 c0 d0

b1 c1 d1






(2.24)

é o produto vetorial entrep er.
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Os quatérnios de módulo unitário podem ser usados para representar rotaçõesθ em torno

de um vetor unitário, assim como na representação eixo-ângulo dada pela Eq. (2.9). Assim,

o quatérnio

hr = (cos
θ

2
, nx sin

θ

2
, ny sin

θ

2
, nz sin

θ

2
), (2.25)

representa a rotação de um ânguloθ em torno do eixo unitárion [19]. Sendon = [nx, ny, nz]
T

um vetor unitário,hr também é unitário, pois

‖ hr ‖ = cos2 θ

2
+ n2

x sin2 θ

2
+ n2

y sin2 θ

2
+ n2

z sin2 θ

2

= cos2 θ

2
+

���������:1
(n2

x + n2
y + n2

z) sin2 θ

2

= 1. (2.26)

Sendo o quatérnioh = a + bi + cj + dk, a matriz de rotação correspondente pode ser

dada por

R(h) =







2(a2 + b2)− 1 2(bc− ad) 2(bd+ ac)

2(bc+ ad) 2(a2 + c2)− 1 2(cd− ab)
2(bd− ac) 2(cd+ ab) 2(a2 + d2)− 1






. (2.27)

O contrário também é possível, ou seja, dada a matriz de rotaçãoR, as componentes do

quatérnio correspondente podem ser dadas por

a =
1

2

√
r11 + r22 + r33 + 1, e sea 6= 0, então (2.28)

b =
r32 − r23

4a
, (2.29)

c =
r13 − r31

4a
, (2.30)

d =
r21 − r12

4a
. (2.31)

Dado um quatérnioh0 que representa uma orientação inicial de um sistema de coorde-

nadas, apósn − 1 rotações sucessivas a orientação final é dada porhn = h0 · h1 . . . hn−1.

Assim como nas matrizes de rotações pertencentes aSO(n) e nas matrizes homogêneas, a

ordem da multiplicação é importante.

Exemplo 2.2.6. O espaço de configurações de um robô poliédrico que se move em um

espaço de trabalho tridimensional pode ser dado porR3 ×H. �

Exemplo 2.2.7. Um sistema comm robôs, no qual cada robô é representado pelo seu

espaço de configuraçõesCi, pode ser representado de forma centralizada por meio do

produto cartesiano entre esses vários espaços, ou seja,Cmulti = C1 × C2 × . . .× Cm.
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(a) Espaço de trabalho contendo

um obstáculo retangular e um

robô triangular.

(b) Mapeamento do obstáculo no

espaço de configurações do robô.

(c) Resultado do mapeamento:

Cobs é dado pela região escura.

Figura 2.4: Mapeamento dos obstáculos no espaço de configurações.

Assim, supondoC1 = R3 × SO(3), C2 = R3 × H e C3 = SE(3) os espaços de

configuração correspondentes a três robôs que se movem livremente em um espaço tri-

dimensional, o espaço de configurações resultante do sistema multirrobôs centralizado é

dado porCmulti = R6 ×H× SO(3)× SE(3).

Observa-se, no entanto, que o espaço resultante tem uma grande dimensão, o que

pode tornar o problema de planejamento de rotas computacionalmente impraticável, de-

pendendo do algoritmo utilizado. �

2.3 REPRESENTAÇÃO DOS OBJETOS NO ESPAÇO DE TRABALHO

A representação dos objetos no espaço de trabalho é crucial para muitos planejadores de

rotas que necessitam de uma representação explícita do espaço de configurações livre, uma

vez que esta representação explícita requer um mapeamento dos obstáculosOi emC [19].

A Figura 2.4(a) mostra um robô triangular, que apenas se translaciona, e um obstáculo

de formato retangular. A Figura 2.4(b) mostra o mapeamento do obstáculo no espaço de

configurações do robô. Pela figura, é possível notar que este mapeamento depende do ponto

de referência do robô no qual o seu sistema de coordenadas está anexado. Por último, a

Figura 2.4(c) mostra o resultado do mapeamento, sendo que a região escura corresponde aos

pontos do espaço de configurações que contém obstáculos, chamadoCobs.

É imprescindível não confundir os conceitos de espaço de configuraçõesC e espaço de

configurações livreCfree = C \ Cobs. Enquanto este depende do formato do robô e dos

obstáculos contidos no espaço de trabalho, aquele independe tanto de um quanto de outro.

Este fato pode ser melhor ilustrado pela Figura 2.5, em que o espaço de configurações livre

e o espaço de configurações com obstáculos são diferentes para dois robôs com formatos

diferentes, masC = Cobs ∪ Cfree é igual para os dois robôs.

Ainda que os planejadores abordados neste trabalho não façam uso de uma representação
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(a) Mapeamento de um

robô trapezoidal.

(b) Cobs dentro da região

tracejada.

(c) Cfree hachurado. (d) Cobs ∪ Cfree = C.

(e) Mapeamento de um

robô circular.

(f) Cobs dentro da região

tracejada.

(g) Cfree hachurado. (h) Cobs ∪ Cfree = C.

Figura 2.5: Exemplo mostrando que o espaço de configurações independe do formato do

robô.

explícita do espaço de configurações livre, e portanto sejambem menos dependentes da

representação dos objetos no espaço de trabalho, as principais representações serão revisadas

visando manter uma continuidade deste trabalho.

2.3.1 Representação por polígonos convexos

A representação de objetos no plano pode ser dada por meio de polígonos convexos

em R2 [19]. Um polígono pode ser representado pela seqüênciap1 = (x1, y1), p2 =

(x2, y2), . . . , pm = (xm, ym) dos vértices emR2 no sentido anti-horário. A representa-

ção sólida deste polígono pode ser interpretada como a intersecção dos semiplanos formados

por todos os pontos que situam-se em um dos lados de cada uma das retas que passam sobre

os pontos(p1, p2), (p2, p3), . . . , (pm−1, pm), (pm, p1).

Definição 2.3.1.Um subconjuntoX ⊂ Rn é dito convexo se, e somente se, para qualquer

x1, x2 ∈ X eλ ∈ [0, 1], λx1 + (1− λ)x2 ∈ X. �

Dada a equação da reta

ax+ by + c = 0 (2.32)

e dois pontos(x1, y1) e (x2, y2), uma possível solução, dentre infinitas, para os parâmetros

(a, b, c) em função dos dois pontos, pode ser dada por meio da resoluçãodo seguinte sistema

de equações lineares homogêneas

P · v = 03×1, (2.33)
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em quev = [a, b, c]T e

P =







x y 1

x2 y2 1

x1 y1 1






. (2.34)

Como o sistema admite a solução trivial, casodetP 6= 0, ou infinitas soluções casoP seja

singular, a equação da reta é dada pordetP = 0. Então,

detP = xy2 + x1y + x2y1 − x1y2 − y1x− x2y (2.35)

= (y2 − y1)x+ (x1 − x2)y + x2y1 − x1y2 = 0. (2.36)

Comparando a Eq. (2.36) com a (2.32), tem-se que

a = y2 − y1, (2.37)

b = x1 − x2, (2.38)

c = x2y1 − x1y2. (2.39)

Além disso, é definida uma funçãof(x, y) = ax + by + c tal que, sem perda de gene-

ralidade, os pontos que estão à esquerda da borda ligando(x1, y1) a (x2, y2) são dados por

f(x, y) = detP < 0 [19], uma vez que a seqüência dos vértices do polígono convexo é dada

sempre no sentido anti-horário.

Se o obstáculoO usa esta representação e possuim vértices, os semiplanosHi, (1 ≤ i ≤
m) são dados porHi = {(x, y) ∈W | fi(x, y) ≤ 0} e então o obstáculo é dado por

O = H1 ∩H2 . . . ∩Hm. (2.40)

A grande vantagem desta representação é que o custo da detecção de colisão entre um

ponto e um polígono qualquer é linear em relação ao número de vértices deste polígono.

A Figura 2.6 mostra como um triângulo pode ser construído pela intersecção de três

semiplanos. Na Figura 2.6(a), o primeiro semiplano consiste em todos os pontos que estão

do lado esquerdo da reta que passa entre os pontos inferior direito e superior da Figura. Já na

Figura 2.6(b), a reta que define o segundo semiplano é dada pelos pontos superior e inferior

esquerdo da Figura. Já a Figura 2.6(c) mostra a intersecção dos três semiplanos, o que resulta

em um polígono na forma de um triângulo.

Polígonos não-convexos podem ser obtidos pela união den polígonos convexos de tal

forma queO = O1 ∪ . . . ∪ On.

Seja uma função

e(x, y) =

{

1 , f(x, y) ≤ 0

0 , caso contrário,
(2.41)
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(a) Construção do primeiro se-

miplano.

(b) Intersecção entre dois semi-

planos.

(c) Triângulo resultante da inter-

secção entre três semiplanos.

Figura 2.6: Triângulo construído pela intersecção de três semiplanos.

então a função que define a fronteira e a região interior do polígono convexo dem lados é

dada por

αm(x, y) = e1(x, y) · e2(x, y) . . . · em(x, y) =

{

0 , para(x, y) fora do polígono,

1 , caso contrário.
(2.42)

Desta forma, dada uma coleção dek obstáculos, é dito que o ponto(x, y) está em colisão se

φ(x, y) = α1 + . . .+ αk for maior que zero.

A Figura 2.7(a) mostra uma simulação para detecção de colisão de um polígono dados

pelos pontos(2, 0), (2, 3), (0, 5), (−2, 3) e (−2, 0) e seu interior dado pela Equação 2.40.

Vários pontos foram gerados em todo o espaço de trabalho, sendo que aqueles no interior do

polígono foram representados em cor mais escura, enquanto que os de fora foram represen-

tados em cor mais clara.

2.3.2 Modelos semi-algébricos

Uma representação que também pode ser utilizada para modelar os objetos do espaço

de trabalho é aquela por modelos semi-algébricos. Um conjunto de pontos determinado por

uma única primitiva polinomial é dito um conjunto algébrico. Já um conjunto que pode

ser modelado por um número finito de uniões e intersecções de conjuntos algébricos é um

conjunto semi-algébrico [19].

Desta forma, a representação sólida emR2 usando primitivas algébricas pode ser dada

porH = {(x, y) ∈ W | f(x, y) ≤ 0}, sendof(x, y) um polinômio com coeficientes reais e

variáveisx, y. A vantagem dessa representação é que os objetos modelados podem ser não

convexos e inclusive conterem buracos em seu interior.
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(a) Representação por polígonos convexos.
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(b) Representação por primitivas semi-

algébricas.

Figura 2.7: Detecção de colisão usando representação por polígonos convexos e por primiti-

vas semi-algébricas.

Por exemplo, dadas as equações da circunferência e da elipse

(x− x1)
2 + (y − y1)

2 = r2, (2.43)

(x− x2)
2

a2
+

(y − y2)
2

b2
= 1 (2.44)

o objeto da Figura 2.7(b) pode ser dado por

f1(x, y) = (x− x1)
2 + (y − y1)

2 − r2 ≤ 0, (2.45)

f2(x, y) = −
(

(x− x2)
2

a2
+

(y − y2)
2

b2
− 1

)

≤ 0, (2.46)

para(x1, y1) = (2, 2), (x2, y2) = (2, 1), a = 2, b = 1 e r = 3. É importante notar

quef2(x, y) corresponde à Eq. (2.44) com sinal negativo, uma vez que o interior da elipse

corresponde a um espaço livre de obstáculos.

Outra vantagem de representar os obstáculos por primitivassemi-algébricas é que o custo

para avaliar se um ponto e um obstáculo em específico estão em colisão é linear em relação

ao número de polinômios usados para representar o obstáculo.

2.3.3 Grades de ocupação

Em robótica móvel, um tipo de representação freqüente para oespaço de trabalho é a

grade de ocupação. Neste tipo de representação, o espaço de trabalho é dividido em células,

sendo que um númeroP (cx,y) ∈ [0, 1], indicando a probabilidade de ocupação, é associado a

cada célulacx,y. A vantagem do uso das grades de ocupação é que as incertezas relacionadas

ao mapeamento do espaço de trabalho são explicitadas na própria representação.

Para fins de planejamento de rotas, é conveniente uma representação em que cada célula

tenha um valor binário0 ou 1. Assim,0 e 1 indicam a ausência e presença de obstáculos,

respectivamente. Esta representação é conhecida comobitmap[19].
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(a) Grade de ocupação.

(b) Bitmap.

Figura 2.8: Grade de ocupação transformada embitmap.

A transformação da grade de ocupação embitmapé feita por um processo de compara-

ção das probabilidadesP (cx,y) com um valor limiar, em que a probabilidade de ocupação

resultante de cada célula é dada por

Pm(cx,y) =







0, P (cx,y) ≤ Plimiar

1, caso contrário.
(2.47)

A Figura 2.8(a) mostra uma grade de ocupação, representada em uma imagem em tons de

cinza, com resolução de oitobits. Cadapixelcorresponde a uma célula e, para umpixelcujo

valor de tom de cinza é igual a0 (cor preta), a probabilidade de ocupação correspondente é1.

Para umpixel com valor255 (cor branca), a probabilidade de ocupação é0. Qualquer valor

intermediário dospixelscorresponde a valores intermediários de probabilidade de ocupação.

A Figura 2.8(b) mostra obitmapderivado da Figura 2.8(a). O valor dePlimiar foi es-

colhido de tal maneira que fosse correspondente à probabilidade associada a umpixel com

valor 254. Este é um critério bem conservador, uma vez que a menor probabilidade de ocu-

pação da célula já é o suficiente para considerá-la ocupada. Valores pequenos paraPlimiar
geram umbitmap“otimista”, em que apenas as células com forte probabilidade de estarem

ocupadas são consideradas como tal. Porém, um valor muito baixo paraPlimiar pode fazer

com que o robô não tenha conhecimento de alguns obstáculos noespaço de trabalho.

A detecção de colisão usandobitmapscostuma ser feitapixelapixel, ou seja, para o robô

na configuraçãoq, cada pixelai deA(q) deve ser avaliado se está em colisão ou não. Assim,

o custo para a detecção de colisão de um robô poliédrico é linear em relação ao número de

pixelsutilizados para representá-lo.
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3 MÉTODOS DE PLANEJAMENTO DE ROTAS

Assim como

Todas as portas são diferentes

Aparentemente

Todos os caminhos são diferentes

Mas vão dar todos no mesmo lugar

Raul Seixas

Os métodos atuais de planejamento de rotas comumente são divididos em três categorias

principais [36]: algoritmos que utilizam mapa de rotas; algoritmos que fazem decomposição

em células; e algoritmos que utilizam funções de potencial.Os métodos que utilizam mapa

de rotas visam construir um mapa topológico que representa aconectividade deCfree. Geral-

mente utiliza-se um grafo para armazenar as informações deste mapa topológico, sendo que

os nós armazenam informações sobre o estado do robô e as bordas indicam a possibilidade

de transição entre os estados. Os métodos que fazem decomposição em células decompõem

Cfree em uma coleção de regiões, chamadas células, que não se sobrepõem. Então, um

grafo que armazena as informações de adjacência entre as células é utilizado para resolver

o problema de planejamento de rotas. Por último, os algoritmos que utilizam funções de

potencial representam o robô por uma partícula no espaço de configurações sujeita a forças

que a guiam para o destino. Assim, os obstáculos provocam umaforça de repulsão, enquanto

a configuração de destino induz uma força de atração na partícula.

Os algoritmos de planejamento de rotas também podem ser divididos em outras duas

categorias: de questionamento único e de múltiplos questionamentos. Aqueles que se en-

contram na primeira categoria, em geral, não fazem pré-processamento do espaço de confi-

gurações, sendo que a cada requisição o planejador faz a representação necessária deCfree

para resolver o problema em questão. Já os métodos de múltiplos questionamentos fazem

o pré-processamento do espaço de configurações visando representá-lo de maneira global.

Assim, um tempo maior é destinado à construção da representação global deCfree, mas os

questionamentos feitos posteriormente podem ser solucionados rapidamente. Esta última

categoria é especialmente útil no caso de espaços de trabalho estáticos.

Por último, uma classificação útil divide os métodos de planejamento de rotas em de-

terminísticos e em probabilísticos. Dadas as configuraçõesinicial e final, os planejadores

determinísticos sempre retornam a mesma rota, enquanto queos planejadores probabilísti-

cos podem retornar rotas diferentes. A vantagem óbvia dos métodos determinísticos é que,

além do comportamento ser previsível, a depuração dos resultados é muito mais fácil que

nos métodos probabilísticos. No entanto, um “oponente mal-intencionado”1 pode criar situ-

1O termo “oponente mal-intencionado” é utilizado metaforicamente para indicar um agente que cria, pro-
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ações que induzem o planejador a falhar. Já os métodos probabilísticos, além de serem mais

robustos quanto a este problema, podem ser mais eficientes por fazerem representações do

espaço de configurações por amostras do mesmo, sendo que uma amostragem mais seletiva

pode capturar somente as informações relevantes deCfree, diminuindo o tempo de execução

do algoritmo.

A seguir é apresentado um método simples baseado em campos depotencial, sendo que

nas seções seguintes uma ênfase maior é dada nos métodos probabilísticos baseados na amos-

tragem do espaço de configurações.

3.1 CAMPOS DE POTENCIAL

O planejador de rotas baseado em campos de potencial artificiais foi uma das primeiras

abordagens utilizadas na tentativa de resolver o problema de planejamento de rotas. Apesar

de não ser baseado na amostragem do espaço de configurações, historicamente ele desempe-

nhou um papel importante para o crescimento das pesquisas naárea de navegação.

Ainda hoje abordagens híbridas que utilizam o princípio de campos de potencial arti-

ficiais juntamente com outras técnicas (e.g. amostragem do espaço de configurações) são

exploradas. De fato, existem implementações que mostraramser praticáveis para problemas

com dimensões mais altas do espaço de configurações, como o algoritmo apresentado em

Barraquand & Latombe [5]. Naquele trabalho, campos de potencial artificiais são utiliza-

dos para planejamento de rotas e passeios aleatórios são utilizados para escapar de mínimos

locais.

Em Khatib [38], um planejador baseado em funções de potencial é aplicado em pro-

blemas de desvio de obstáculos em tempo real para robôs manipuladores, mas que pode

facilmente ser estendido a robôs móveis. O problema de planejamento, tradicionalmente

tratado como uma tarefa de alto nível, é reformulado de formaa ser integrado diretamente

no sistema de controle de movimento do robô no chamado espaçooperacional. Este espaço

é um conjunto formado pelas configurações que descrevem a posição e orientação da garra

do robô em relação a um sistema de coordenadas fixo. Uma arquitetura de controle de dois

níveis é implementada: o nível de avaliação dos parâmetros,que atualiza os coeficientes

dinâmicos da garra, a matriz jacobiana e o modelo geométricoa uma taxa de amostragem

mais baixa; e um nível de controle dos servos do manipulador,com uma taxa de amostragem

mais alta, que calcula o sinal de controle usando um estimador e os coeficientes dinâmicos

atualizados.

Nesta Seção é apresentada a formulação mais simples para o planejamento de rotas ba-

seado em funções de potencial. Assim, dadas as configuraçõesinicial qstart e finalqgoal da

positadamente ou não, situações nas quais o planejador podefalhar.
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rota, define-se uma função de potencial

U(q) = Uatt(q) + Urep(q), (3.1)

em queq = [x1, x2, . . . , xn]
T é um vetor coluna que representa a configuração do robô,

Uatt(q) representa o potencial de atração gerado pela configuração final eUrep(q) representa

o potencial de repulsão gerado pelos obstáculos.

Nesta abordagem o movimento do robô é obtido por descida do gradiente deU(q) e o

seu movimento termina quando o gradiente se anula, ou seja, orobô atinge um pontoq∗, em

que∇U(q∗) = 0. Tal pontoq∗ é chamado ponto crítico deU .

Uma vantagem do planejador baseado em campos de potencial é ogrande apelo intuitivo

de que a configuração final do robô gera um potencial de atração, enquanto os obstáculos

geram um potencial de repulsão. Assim, as rotas geradas possuem uma boa qualidade e

geralmente passam a uma distância segura dos obstáculos. Porém, as funções de potencial

devem ser determinadas criteriosamente de forma a evitar problemas de mínimos locais que

não correspondem ao ponto de destino. Assim, muitas funçõesde potenciais levam a plane-

jadores que não são completos [2] e muitas vezes a escolha da função de potencial é muito

dependente da topologia do espaço de configurações [36].

Uatt(q) deve ser monotonicamente crescente com a distância deq a qgoal. A escolha

mais simples é o potencial cônico

Uatt(q) = ζ ‖ q− qgoal ‖, (3.2)

em queζ é um parâmetro de escala para o efeito do potencial atrativo e‖ q − qgoal ‖ a

distância euclidiana entre as configuraçõesq eqgoal [2].

O gradiente de atração é

∂Uatt(q)

∂q
= ∇Uatt(q) =

(

∂Uatt(q)

∂x1

,
∂Uatt(q)

∂x2

, . . . ,
∂Uatt(q)

∂xn

)

= ζ
q− qgoal

‖ q− qgoal ‖
. (3.3)

Sendo assim, o vetor gradiente aponta para fora do ponto de destino com magnitude

ζ para todos os pontos do espaço de configurações, exceto paraqgoal, onde o gradiente é

indefinido.

Devido a esta descontinuidade, é mais desejável utilizar uma função continuamente dife-

renciável. A função mais simples a fazer o potencial aumentar na medida em que aumenta a

distância do destino e seja continuamente diferenciável é aquela que cresce quadraticamente

com a distância aqgoal:

Uatt(q) =
1

2
ζ ‖ q− qgoal ‖2 (3.4)
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com o gradiente

∇Uatt(q) = ∇
(

1

2
ζ ‖ q− qgoal ‖2

)

(3.5)

=
1

2
ζ ∇ ‖ q− qgoal ‖2

= ζ(q− qgoal)

A vantagem desta função é que quanto mais longe o robô está do destino, mais rápido

ele se aproxima do mesmo. Assim, na medida em que ele se aproxima da configuração

final, sua velocidade diminui, o que ajuda a reduzir o sobrepasso que pode ser causado pela

discretização do planejador.

Como as velocidades podem aumentar bastante quando‖ q − qgoal ‖ é muito grande,

combinam-se as funções cônicas e quadráticas. Tal potencial pode ser definido como [2]

Uatt(q) =







1
2
ζ ‖ q− qgoal ‖2 , ‖ q− qgoal ‖≤ d∗goal,

d∗goalζ ‖ q− qgoal ‖ −1
2
ζ(d∗goal)

2 , ‖ q− qgoal ‖> d∗goal.
(3.6)

Sendo assim, o gradiente de atração é dado por

∇Uatt(q) =







ζ(q− qgoal) , ‖ q− qgoal ‖≤ d∗goal,

d∗goalζ
q−qgoal

‖q−qgoal‖
, ‖ q− qgoal ‖> d∗goal.

(3.7)

O termod∗goal inserido na Eq. (3.6) indica a fronteira de atuação das duas funções de

potencial e garante que o potencial de atração seja contínuonessa fronteira.

Já o potencial de repulsão pode ser definido em termos da distânciaD(q) do obstáculo

mais próximo:

Urep(q) =







1
2
η( 1

D(q)
− 1

Q∗ )
2 ,D(q) ≤ Q∗,

0 ,D(q) > Q∗
(3.8)

Q∗ ∈ R é um fator que permite ao robô ignorar obstáculos suficientemente distantes e

η > 0 é um ganho do gradiente de repulsão, sendo ambos determinados de forma empírica

[2].

O gradiente do potencial de repulsão é dado por

∇Urep(q) =

{

η( 1
Q∗ − 1

D(q)
) 1
D2(q)

∇D(q) ,D(q) ≤ Q∗,

0 ,D(q) > Q∗.
(3.9)

O planejamento de rotas utilizando funções de potencial é obtido por descida de gradiente

e pode ser resumido pelo Algoritmo 1. Neste algoritmo,α(i) determina o passo na i-ésima
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q(0)← qstart;1

i← 0;2

while | ∇U(q(i)) |> ε do3

q(i+ 1)← q(i) + α(i)∇U(q(i));4

i← i+ 1;5

Algoritmo 1 : Planejador que utiliza campos de potencial artificiais.

iteração eε pode ser arbitrariamente pequeno, sendo determinado pelosrequisitos da tarefa.

Além disso, para uma escolha apropriada deα, pode ser mostrado que a descida de gradiente

converge para um mínimo no campo. Porém, não há garantia de o mínimo ser global, não

havendo então garantia que o robô pare na configuração final [2].

A Figura 3.1 mostra um exemplo típico no qual um planejador derotas baseado nas

funções de potencial dadas pelas Eq. (3.6) e (3.8) levam o robô para um mínimo local que

se encontra na cavidade de um obstáculo não-convexo. Enquanto o ponto de destino impõe

um potencial de atração, os obstáculos impõem um potencial de repulsão cuja resultante

anula o potencial de atração, mantendo o robô parado. Contudo, uma função de potencial

que permite com que o robô chegue ao destino é representada graficamente pelas linhas que

contornam o obstáculo.

Exemplos de abordagens que visam eliminar o problema de mínimos locais espúrios

são apresentados em [5, 20]. Em [5], o mecanismo usado para escapar de mínimos locais

por meio de passeios aleatórios se mostrou eficiente mesmo para robôs com 31 graus de

liberdade. Já em [20] foi projetado um planejador baseado emcampos eletrostáticos no qual

existe um único mínimo global localizado na configuração final.

Figura 3.1: Planejador baseado em campos de potencial. A cavidade do obstáculo não-

convexo constitui um mínimo local.
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A grande vantagem dos planejadores baseados em funções de potencial é que as rotas

geralmente possuem uma boa qualidade, passando a uma distância segura em relação aos

obstáculos. Porém, existe a necessidade de se especificar uma função de potencial que con-

tenha apenas um mínimo localizado no ponto de destino, o que pode não ser trivial para

topologias mais complexas do espaço de configurações. Além disso, alguns planejadores

fazem a representação explícita do espaço de configurações (e.g. [20]), o que se torna com-

putacionalmente inviável para dimensões muito grandes.

Uma abordagem relativamente simples e determinística é o planejador por frente de onda,

PFO (também conhecido comoWavefront planner, do inglês) [2, 19]. Neste algoritmo, uma

grade é colocada no espaço de configurações. Então, rotulam-se as células ocupadas pelos

obstáculos com 1 e o espaço livre em 0. A configuração final é rotulada com 2 e a partir

dela as células vizinhas livres são numeradas com o valor de seu rótulo mais 1, ou seja, 3.

O processo é repetido com todas as células vizinhas e assim por diante. Este procedimento

é repetido até que a configuração inicial tenha sido alcançada. A solução é encontrada par-

tindo da configuração inicial e seguindo a seqüência decrescente até a célula de rótulo 2 que

corresponde à configuração final.

O nome deste algoritmo vem do fato de o processo de criação de rótulos se assemelhar

com a propagação de uma onda no espaço de configurações. Além disso, o rótulo de uma

célula pode representar um potencial proporcional à sua distância em relação ao ponto de

destino. Assim, esse algoritmo pode ser encontrado na literatura sobre planejadores de rotas

baseados em funções de potencial [2].

As vantagens do PFO são o fato dele ser de resolução completa2 e só existir um único

ponto de mínimo, localizado no ponto de destino. Além disso,a solução é ótima no sentido

de ter a menor distância de Manhattan [5]. Ainda, este algoritmo é de fácil implementação,

não necessitando de estruturas de dados complexas para armazenamento dos pontos inter-

mediários da rota. Contudo, para espaços de configuração de ordem mais alta, o PFO pode

ser tornar computacionalmente impraticável [2].

A Figura 3.2 mostra a onda de potencial que se propaga a partirdo centro do ambiente.

O espaço de configurações é bidimensional (não há rotação) e orobô é um quadrado de

lado igual a 10 células. Cada célula é representada por umpixel na imagem e corresponde

a um quadrado de 10cm de lado emW. Assim, a parte mais clara do mapa indica o ponto

de destino, enquanto que as linhas eqüipotenciais estão desenhadas em toda a figura. Ao

longo de cada uma dessas linhas, encontram-se células com distâncias idênticas em relação

ao ponto de destino (de acordo com a distância de Manhattan).

Este algoritmo possui outras duas desvantagens: as rotas são geradas muito próximas aos

obstáculos, sendo que a segurança do robô pode ficar comprometida; além disso, o critério

2Um planejador é dito de resolução completa se, dado um espaçode configurações discretizado com uma

resolução arbitrária, ele retorna a solução em tempo finito,caso ela exista, e retorna a ausência de solução, caso

contrário.
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(a) Espaço de trabalho. (b) Potencial gerado pela frente de onda em

Cfree.

Figura 3.2: Potencial gerado pela frente de onda cujo mínimoglobal está localizado no

centro do espaço de configurações.

Figura 3.3: Rota gerada pelo planejador por frente de onda.

da distância de Manhattan não gera rotas ótimas segundo o critério da distância euclidiana.

Assim, existem outros planejadores, que usam a distância euclidiana como métrica do espaço

de configurações, cujas rotas geradas são mais curtas que aquelas geradas pelo PFO.

A Figura 3.3 mostra uma rota gerada pelo PFO para um espaço de trabalho na forma de

um labirinto. Nota-se que a rota passa muito próxima dos obstáculos, o que na prática não é

seguro e pode causar colisões devido a incertezas na representação do espaço de trabalho e

mesmo incertezas na localização do robô. Contudo, o algoritmo apresentado na Seção 4.2.3

pode ser utilizado para afastar a rota em relação aos obstáculos.

3.2 MAPA DE ROTAS PROBABILÍSTICO

O Mapa de Rotas Probabilístico (também conhecido por PRM, sigla paraProbabilistic

Roadmap, do inglês) foi um dos primeiros algoritmos viáveis na prática, baseados na amos-

tragem do espaço de configurações, a obter sucesso no problema de planejamento de rotas

[39, 4].

35



Entrada: Número máximo de configurações a serem geradas emCfree; número

máximo de vizinhos com as quais uma configuração pode se conectar; e a

distância máxima a ser avaliada para estes vizinhos.

Saída : Mapa de rotas.

i ← 0; N← 0; E← 0;1

while i < nodesdo2

qnew ← configuração aleatória emC;3

if qnew ∈ Cfree then4

i ← i + 1;5

Adicionaqnew ao grafo por meio de um nó emN;6

Selecionan vizinhosqj em torno deqnew que estejam a uma distância inferior7

aDn;

for j = 1 to n do8

if local_planner( qnew,qj) and not mesmo componentethen9

Adiciona uma borda emE conectando o nó referente aqnew ao nó10

referente aqj;

Algoritmo 2 : Etapa de aprendizado do PRM

A estrutura básica deste algoritmo é um grafoR(N,E) que se localiza no espaço livre

Cfree de um espaço de configurações de dimensãom, em quem é o número de graus de

liberdade do robô eN eE são os nós e as bordas deR, respectivamente.

O algoritmo PRM é dividido em duas etapas: aprendizado e questionamento. A primeira

consiste em expandir o grafo na regiãoCfree para poder gerar rotas rapidamente na etapa

seguinte. O objetivo é que um tempo maior seja usado no pré-processamento do espaço

de configurações na etapa de aprendizado, de forma que as rotas requisitadas na etapa de

questionamento sejam geradas rapidamente. Dessa forma, uma das premissas utilizadas no

PRM padrão é que o espaço de trabalho seja estático.

Na etapa de aprendizado, geram-se sucessivamente várias configurações aleatórias no

espaço livreCfree. Cada nova configuraçãoqnew3 gerada é armazenada em um nóN do

grafoR e então um planejador local, definido mais à frente, verifica os vizinhosqj aos quais

qnew pode se conectar. Caso não haja colisão, seqnew e qj não estiverem em um mesmo

componente, uma borda ligando esses dois nós é gerada no grafoR e acrescentada aE. Um

componente é dado por um conjunto de nósN ligados entre si por meio de bordasE.

3A formulação do PRM permite abstrair a topologia do espaço deconfigurações, de forma que este pode

ser considerado uma variedade arbitrária. Portanto, as configurações, em regra, não são escritas em negrito,

pois não representam necessariamente vetores emRn.
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O objetivo de não ligar o novo nó gerado a um novo vizinho, casoambos estejam no

mesmo componente, é evitar criar ciclos no grafo, pois além de facilitar as buscas por rotas

na etapa de questionamento, há uma diminuição do número de chamadas ao planejador local,

o que aumenta a eficiência do algoritmo. Contudo, a ausência de ciclos pode fazer com que

o robô utilize um caminho bem maior que o necessário para alcançar o seu destino, de forma

que existem trabalhos que exploram a adição de alguns ciclosúteis no mapa de rotas [40, 41].

O Algoritmo 2 mostra a etapa de construção do mapa de rotas, conhecida também como

etapa de aprendizado. A Linha 2 mostra o parâmetronodes que é dependente da topologia

deCfree e indica quantas amostras devem ser geradas.

Um número muito pequeno de amostras pode não garantir uma conectividade suficien-

temente boa do mapa de rotas, levando à incapacidade do algoritmo em achar uma solução

na etapa de questionamento. Por outro lado, um número muito grande pode ser desnecessá-

rio, ocasionando em desperdício de recursos computacionais. Existem trabalhos que tratam

da análise teórica do PRM e eles indicam que a probabilidade de sucesso do algoritmo em

alcançar a solução (caso ela exista) cresce exponencialmente com o número de amostras ge-

radas emCfree [2, 42], mas ainda assim depende de parâmetros que nem sempresão triviais

de serem encontrados.

Na Linha 3 vários métodos podem ser utilizados para gerar as amostras, sendo que o

desempenho do algoritmo pode depender fortemente do métodode amostragem escolhido

[10, 43, 14].

Por outro lado, a seleção dos vizinhos mais próximos que ocorre na Linha 7 nem sempre

é trivial e às vezes é necessária uma estrutura eficiente de armazenamento e busca de vizinhos

[44], uma vez que em grandes dimensões esta pode se tornar umaetapa computacionalmente

onerosa.

O planejador local da Linha 9 mais simples a ser utilizado, caso C ∈ Rn, é dado pelo

Algoritmo 3, porém planejadores mais complexos podem ser usados. Existem vários tra-

balhos mostrando que planejadores locais mais robustos podem aumentar o desempenho do

algoritmo [45], havendo inclusive planejadores locais baseados em campos de potenciais

artificiais [40].

Exemplo 3.2.1. Um planejador local extremamente simples é aquele que discretiza o seg-

mento de reta que liga uma configuraçãoqi a uma configuraçãoqj e coloca configurações

intermediárias do robô para verificar se alguma delas colidecom algum obstáculo. É vá-

lido lembrar que este segmento de reta localiza-se no espaçode configurações do robô,

que não necessariamente é euclidiano (apenas localmente, pois assume-se queC é uma

variedade). Assim, uma vez que a menor distância entre dois pontos é dada por um seg-

mento de reta, a métrica para distância emC torna-se fundamental. Por exemplo, se

qi, qj ∈ S1, a distância entre elas pode ser definida como [46]

distS1(qi, qj) = min (|qi − qj |, 1− |qi − qj|). (3.10)
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Entrada: As configuraçõesqi,qj ∈ Cfree eα ∈ (0, 1)

Saída : 1, seqi puder ser conectado aqj e 0, caso contrário.

q← qi; t← 0;1

while t < 1 do2

if collision_detection( q) then3

return 0;4

else5

t← t + α;6

q← (1− t)qi + t qj ;7

// Se chegou até este ponto, é porque não houve colisão.

return 1;8

Algoritmo 3 : Planejador local simples emRn.

Assim, paraS1, o planejador local tem que discretizar o segmento de reta baseado na

distância retornada pela Eq.(3.10). �

Exemplo 3.2.2. Se o espaço de configurações é representado porRn, um planejador

local de fácil implementação verifica se o par{qi,qj} é válido se e somente se4

tqi + (1− t)qj ∈ Cfree (3.11)

para todot ∈ [0, 1]. �

O Algoritmo 3 mostra o planejador local apresentado no Exemplo 3.2.2. O parâmetro

α indica a resolução da discretização do segmento de reta entre os pontosqi e qj. Para

cada configuração intermediária, a detecção de colisão é feita. É dito queqi “enxerga”qj se

nenhuma dessas configurações intermediárias estiver em colisão.

As Figuras 3.4(a)-(d) mostram vários passos intermediários da construção de um mapa

de rotas com dez nós no espaço livre. A Figura 3.4(a) mostra dois nós gerados emCfree.

Como eles não podem ser ligados pelo planejador local, entãoeles formam dois componen-

tes distintos. A Figura 3.4(b) mostra a geração de mais configurações. Nota-se que uma

configuração intermediária foi suficiente para conectar os dois nós da figura anterior. O

processo de geração de amostras continua nas Figuras 3.4(c)e 3.4(d), sendo que esta úl-

tima mostra o mapa de rotas resultante após a geração de 10 configurações aleatórias. Este

mapa de rotas é formado pelos nós, que indicam as configurações intermediárias, e as bordas

ligando estes nós, indicando a transição entre as configurações por eles representadas.

4Como apontado no Exemplo 3.2.1, espaços de configuração não euclidianos podem ser utilizados, bastando

apenas que métricas consistentes de distância sejam definidas.
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(a) Dois nós são gerados em

Cfree.

(b) Mais dois nós são gerados e,

após a conexão com os vizinhos,

dois componentes são formados.

(c) Mais nós são gerados e os

dois componentes se fundem em

apenas um.

(d) Mapa de rotas resultante após

a geração de 10 configurações.

Figura 3.4: Evolução da construção do mapa de rotas no algoritmo PRM.

Ainda que o exemplo mostrado na Figura 3.4 tenha um forte apelo intuitivo e que tanto

o espaço de trabalho quanto o espaço de configurações tenham duas dimensões e sejam

euclidianos, os nós dos grafos poderiam armazenar muito mais informações além da mera

localização espacial, como por exemplo arranjos moleculares.

Uma vez que o mapa de rotas é construído, as requisições de rotas podem ser feitas na

fase de questionamento. Assim, dadas as configurações inicial qstart e finalqend, o algoritmo

tenta ligá-las às configuraçõesq′start eq′end mais próximas no grafoR, respectivamente. Uma

primeira verificação é feita para garantir queq′start e q′end estejam no mesmo componente.

Caso estejam em componentes diferentes, significa que não háuma rota ligando a confi-

guração de origem à de destino. Contudo, se estiverem em componentes iguais, então é feita

uma busca no grafo e o algoritmo retorna a rota formada pela concatenação deqstart aq′start,

todos os nós ligandoq′start a q′end e por últimoq′end a qend.

A grande vantagem do PRM é que o tempo de execução só é grande naetapa de constru-

ção, sendo que as rotas requisitadas na etapa de questionamento são retornadas rapidamente.

Assim, o seu uso é indicado para ambientes estáticos ou cujasmudanças ocorrem lentamente.

Entretanto, o PRM pode ser utilizado para resolver o problema de planejamento de rotas em

espaços de configuração de dimensões muito grandes, pois umavez que o mapa de rotas é

construído, a informação relacionada à conectividade do espaço de configurações fica toda

“compactada” no grafo, independente da dimensão do espaço de configurações.

Em relação à etapa de construção, alguns pontos negativos podem ser levantados. Pri-
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meiramente, o número de nós a serem gerados tem que ser determinadoa priori. Assim, um

número pequeno pode não ser suficiente para capturar a conectividade do espaço de confi-

gurações livre. Já um número muito grande aumenta - e muito - otempo de execução do

algoritmo [10]. Além disso, a construção do mapa de rotas consiste em gerar nós uniforme-

mente emC, checar se eles estão em colisão e em seguida verificar os vizinhos mais próximos

com os quais eles podem se conectar. Como a amostragem ocorreuniformemente no espaço

de configurações e apenas as amostras que caem emCfree são aceitas, muitas amostras são

desperdiçadas. Além disso, o método para verificar quais sãoos vizinhos mais próximos

influencia fortemente o desempenho do algoritmo. A técnica mais simples, e também a mais

ingênua, consiste em analisar todos os nós do grafo e verificar quais estão mais próximos

do nó de referência. Apesar de ser de fácil implementação, o desempenho do algoritmo cai

drasticamente quando o número de nós é muito grande. Técnicas mais eficientes para a busca

de vizinhos mais próximos existem, mas elas são mais complicadas de se implementar, prin-

cipalmente quando a topologia deC é não-euclidiana (e.g. algoritmos baseados emkd-tree

[46]).

3.3 ÁRVORES ALEATÓRIAS PARA EXPLORAÇÃO RÁPIDA

O algoritmo Árvores Aleatórias para Exploração Rápida (também conhecido como RRT,

do inglêsRapidly-Exploring Random Trees) foi desenvolvido inicialmente para planeja-

mento kinodinâmico5. Isto é feito por meio da substituição dos conceitos relacionados

ao espaço de configurações por conceitos no espaço de estados[15].

Este algoritmo visa realizar uma busca em espaços com grandes dimensões. Estes espa-

ços possuem tanto restrições algébricas provenientes dos obstáculos, quanto restrições sob a

forma de equações diferenciais provenientes da dinâmica dosistema, bem como restrições

de movimento de robôs não-holonômicos.

Uma grande vantagem deste tipo de planejamento é que ele resolve não somente o pro-

blema de planejamento de rotas, como também o planejamento de trajetória, considerando

assim as velocidades e acelerações do robô. Além disso, no planejamento kinodinâmico

ainda é considerado o sinal de controle que leva o robô de uma configuração para outra.

A motivação para o desenvolvimento deste algoritmo é que um planejador puramente

cinemático pode levar a um caminho não executável pelo robô (e.g. limitações de forças e

torques no motor). Além disso, imprecisões no controle podem requerer um modelamento

explícito da dinâmica do sistema para garantir trajetóriaslivres de colisões caso esta dinâmica

seja muito rápida (e.g.helicópteros).

Sendo o estadox de um robô definido comox = (q, q̇), o espaço de estadosX consiste

5Planejamento kinodinâmico refere-se a planejamento de movimento que envolve dinâmica, ou seja, velo-

cidades e acelerações [19].

40



Entrada: qstart e qend

Saída : Caminho resultante

Ta.init( qstart) ;1

Tb.init( qend) ;2

for k = 1 to K do3

gera uma configuração aleatóriaqrand emC de acordo com uma distribuição4

uniforme;

if RRT-expand( Ta,qrand) not TRAPPED then5

if RRT-connect( Tb,qnew) = REACHED then6

return path( Ta,Tb) ;7

else8

swap( Ta,Tb) ;9

return NULL;10

Algoritmo 4 : Planejador de rotas RRT.

no conjunto formado por todos os estados possíveis do robô. Assim, os obstáculos mapeados

no espaço de estados correspondem aos estadosx cujas configurações correspondentes não

estão emCfree. Este conjunto é dado porXobs.

Contudo, uma outra região indesejável emX é aquela de inevitável colisão (e.g., para

uma dada velocidade não existe sinal de controle que consigaevitar a colisão). Essa região

onde há uma colisão inevitável juntamente comXobs forma o conjunto mais abrangenteXric,

sendo que [15] defineXfree = X\Xric, o que leva a um planejador mais robusto.

Uma trajetória é então definida como um caminho contínuo parametrizado no tempo

τ : [0, T ] → Xfree que satisfaz os limites holonômicos do robô. Sendo assim, a tarefa do

planejador consiste em achar uma função de controleu : [0, T ] → U representando uma

entrada variante no tempo que, quando aplicada, move o sistema dexstart atéxend, evitando

os obstáculos.

Dadosxstart exend os estados inicial e final do robô, o objetivo é criar duas árvoresTstart

e Tend cujos nós correspondem a estados aleatórios e que crescem dexstart rumo axend e

dexend rumo axstart, respectivamente. O objetivo, então, é tentar fusionar as árvores, o que

caracteriza a solução do problema.

Apesar do RRT ter sido desenvolvido inicialmente para planejamento no espaço de es-

tados, em [6] uma versão do RRT bidirecional específico para buscas no espaço de configu-

rações foi apresentada. Esta versão é adequada para casos emque a dinâmica não é levada

em consideração ou ainda nos casos em que ela é considerada emuma etapa posterior ao

processo de planejamento de rotas.
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Entrada: qrand e a árvoreT

Saída : Status deqnew

qnear ← nearest_neighbor( qrand,T) ;1

if distance( qnear,qrand) > ǫ then2

Geraqnew a uma distânciaǫ deqnear no sentido
−→

qnearqrand;3

else4

qnew ← qrand;5

if straight_line_path_planner( qnear,qnew) then6

T.add_vertex( qnew) ;7

T.add_edge( qnear,qnew) ;8

if qrand = qnew then9

return REACHED;10

else11

return ADVANCED;12

else13

return TRAPPED;14

Algoritmo 5 : RRT-expand, utilizado para fazer a expansão das árvores aleatórias.

Uma vez que o problema passa a ser formulado no espaço de configurações, o objetivo

é fazer com que duas árvores cresçam da configuração inicial efinal do robô por meio de

um processo de amostragem emC e expansão destas árvores emCfree, sendo então que a

abordagem do algoritmo passa a ser apenas geométrica.

O Algoritmo 4 mostra uma versão do planejador RRT. O objetivodeste algoritmo é ex-

plorar uniformemente todo o espaço de configurações livre visando encontrar a solução.

Contudo, como a busca é feita de forma bidirecional, a solução em geral é encontrada bem

antes do espaço ter sido todo explorado. Na Linha 5 a função RRT-expand faz a expansão

de uma árvoreT e seu funcionamento é melhor explicado no Algoritmo 5. Além disso,

dado que as duas árvores puderam ser fundidas através da Linha 6, a solução consiste em

concatenar todos os nós que ligamqstart a qend. Se a solução não tiver sido encontrada, as

árvores são trocadas e o processo de expansão seguida de tentativa de fusão (com alternância

das árvores) é feito sucessivamente até que um número máximode amostras tenham sido

geradas.

O Algoritmo 5 mostra o mecanismo de expansão do RRT. O parâmetro ǫ em geral é de-

terminado empiricamente e depende da estrutura deCfree. Um valor muito pequeno faz com

que o algoritmo demore a convergir. Já valores muito grandespodem fazer com que muitas

amostras sejam descartadas devido ao grande incremento exigido, sendo que a tendência é
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Entrada: q e a árvoreT

Saída : Status deqnew

qnear ← nearest_neighbor( q,T) ;1

if greedy_path_planner( qnear,q,qnew) then2

T.add_vertex( qnew) ;3

T.add_edge( qnear,qnew) ;4

if q = qnew then5

return REACHED;6

else7

return ADVANCED;8

else9

return TRAPPED;10

Algoritmo 6 : RRT-connect, utilizado para fazer a fusão entre as duas árvores.

que somente as amostras que caírem a uma distância menor queǫ do vizinho mais próximo

serão aproveitadas.

O Algoritmo 6 mostra uma outra versão para o algoritmo de expansão do RRT, que

também pode ser utilizado para realizar a fusão entre as duasárvores aleatórias. Na Linha 1

o vizinho mais próximo aq é selecionado. Em seguida, na Linha 2 um planejador local mais

agressivo tenta ligarqnear a qrand. Se ele conseguir, o algoritmo retornaREACHED. Caso

contrário, se o planejador conseguir avançar mas encontrardepois de alguns incrementos

algum obstáculo no meio do caminho,qnew recebe a configuração imediatamente anterior

à colisão com o obstáculo e o algoritmo retornaADVANCED. Se não for possível avançar

(e.g., o primeiro incremento do planejador já está em colisão), então o algoritmo retorna

TRAPPED.

Outras versões para o Algoritmo 4 podem ser usadas. Ele pode ser implementado usando

apenas o RRT-connect, o que leva a uma abordagem de exploração mais agressiva, ou então

usando apenas o RRT-expand, cuja implementação é mais simples e que pode resultar em

uma cobertura mais homogênea do espaço explorado.

As Figuras 3.5(a) – (c) mostram a expansão de apenas uma árvore cujo nó inicial encontra-

se no canto inferior esquerdo do mapa. Para gerar estas árvores, foi utilizado o RRT-expand

com diferentes valores para o parâmetroǫ. Já a Figura 3.5(d) mostra o resultado da expansão

da árvore usando o RRT-connect para a geração de 50 amostras.Para valores menores deǫ,

os nós da árvore ficam mais próximos uns dos outros e portanto aexploração é menor. Por

outro lado, valores maiores deǫ aumentam a explorabilidade, mas com o custo de obter uma

árvore em que as bordas de ligação dos nós se cruzam, o que resulta em uma rota com zi-
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(a) RRT-expand comǫ = 10 (b) RRT-expand comǫ = 30

(c) RRT-expand comǫ = 200 (d) RRT-connect

Figura 3.5: Exemplo de árvore criada pelo algoritmo RRT. Foram geradas 50 amostras.

guezagues. Assim, enquanto valores pequenos paraǫ resultam em rotas de maior qualidade,

o tempo de execução do algoritmo pode ser muito maior, pois vários nós têm que ser gera-

dos para alcançar a solução, enquanto que valores maiores podem ocasionar rotas com um

baixo tempo de execução, mas que necessitem de um pós-processamento. Já o RRT-connect

constrói árvores com uma boa explorabilidade, porém bem desorganizadas e com muitas

sinuosidades.

Assim como o PRM, um problema do RRT é que a busca por vizinhos mais próximos é

feita ao adicionar um novo nó na árvore de exploração. Assim,a implementação dessa busca

é crucial para o bom desempenho do algoritmo, principalmente quando as árvores contém

um grande número de nós. No entanto, uma grande vantagem do RRT em relação ao PRM é

que, enquanto neste o número de nós tem que ser determinadosa priori, naquele os nós são

gerados de maneira incremental. Contudo, caso o RRT use o RRT-expand como mecanismo

de exploração, o valor deǫ tem que ser determinado, sendo que este parâmetro influencia

o desempenho do algoritmo. Já se o RRT utilizar somente o RRT-connect, inclusive como

mecanismo de exploração do espaço de configurações, o algoritmo passa a não ter parâmetro.

Entretanto, a rota resultante, por conter ziguezagues, necessita de um pós-processamento

mais rigoroso.

Apesar do algoritmo RRT ser de questionamento único, ou seja, a cada nova rota re-

quisitada ele repete todo o processo de busca, as rotas geradas em requisições prévias e os

nós adicionais gerados em cada busca podem ser mantidos de forma a serem aproveitados

posteriormente. De fato, um algoritmo incremental que mantém as árvores criadas em bus-

cas anteriores para utilizá-las em questionamentos subseqüentes foi desenvolvido em [47]

e mostrou um bom desempenho. Além disso, nessa abordagem incremental o problema é
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generalizado para espaços de trabalho em que os obstáculos se movem. As árvores são ar-

mazenadas em uma lista e podem ser fundidas ou divididas, de acordo com a atualização do

espaço de trabalho. Além disso, um algoritmo para poda do grafo resultante é apresentado

visando a manutenção e diminuição dos recursos computacionais utilizados.

3.4 ÁRVORES EM ESPAÇOS EXPANSIVOS

O algoritmo EST (do inglês,Expansive-Spaces Trees) [48, 49] também é baseado na

amostragem do espaço de configurações e o conceito de expansividade é definido e utilizado

na análise teórica do algoritmo. Ele é de questionamento único e, assim como o RRT, visa

explorar de maneira uniforme o espaço de configurações. Duasárvores são geradas a partir

das configurações iniciaisqstart e qend e o objetivo é que uma árvore seja alcançável pela

outra, o que caracteriza a solução do problema.

Para expandir uma árvoreT de maneira homogênea, um nóqrand é escolhido de acordo

com uma probabilidadeπ(q) e a partir deste nó uma nova amostraqnew é gerada em sua

vizinhança seguindo uma distribuição uniforme. Caso o planejador local consiga conectar

qrand a qnew, entãoqnew é adicionada à árvore e uma borda conectando as duas amostrasé

inserida emT.

A escolha adequada do tamanho do intervalo de amostragem na vizinhança do nóqrand
pode ter um impacto significativo no desempenho do algoritmo. Se o intervalo for muito

grande, áreas que não são relevantes para a solução podem seramostradas. Por outro lado,

se este for muito pequeno o algoritmo pode demorar a convergir.

A probabilidadeπ(q) pode ser definida de forma a polarizar as amostras nas regiõesde

T que são menos densas. Uma maneira direta é atribuir a cada configuraçãoq um peso

w(q) que corresponde ao número de configurações dentro de sua vizinhança. Seπ(q) for

definida como sendo inversamente proporcional aw(q), então regiões menos densas terão

maior chance de serem amostradas.

O Algoritmo 7 resume o mecanismo de construção das árvores. Aidéia é que o EST seja

usado de maneira bidirecional, sendo que uma árvore cresce da configuração inicialqstart e

outra cresce da configuração finalqend. Já o Algoritmo 8 mostra o mecanismo de fusão entre

as duas árvores. Este mecanismo consiste em tentar ligar os nós de cada uma das árvores

que estejam suficientemente próximos entre si. Isto ocorre porque para distâncias muito

grandes a probabilidade de um nó enxergar o outro pode ser muito pequena. Desta forma,

há uma redução no número de chamadas ao planejador local, o que aumenta o desempenho

do algoritmo. Na linha 4 o caminho retornado é dado pela concatenação de todos os nós que

ligamqstart a qend.

Apesar do objetivo deste algoritmo ser explorar todo o espaço de configurações de ma-
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Entrada: q0 eN

Saída : ÁrvoreT com nó raizq0

Adicionaq0 à árvoreT;1

for i = 1 to N do2

qrand← conf. aleatória escolhida emT com probabilidadeπ( qrand) ;3

qnew ← conf. aleatória na vizinhança deqrand, tal quedist( qrand,qnew) < d;4

if local_planner( qrand,qnew) then5

adicionaqnew aT;6

adiciona uma borda ligandoqrand a qnew;7

return T;8

Algoritmo 7 : Build-EST, usado para construção das árvores.

Entrada: Tstart eTend

forall qa ∈ Tstart and qb ∈ Tend do1

if dist( qa,qb) < l then2

if local_planner( qa,qb) then3

return PATH ;4

Algoritmo 8 : merge-EST, utilizado para fazer a fusão entre as árvores.

neira uniforme, pode ser mostrado que a solução é encontradaantes que ocorra a exploração

completa deCfree [49].

Um outro fator que pode causar um impacto significativo no desempenho deste algoritmo

é a maneira como é calculadoπ(q) [2]. Por exemplo, um método bastante direto (e também

ingênuo) para calcularπ(q) é enumerar todas as configurações deT e analisar quais são

vizinhas aq. O custo disto é linear em relação ao número de nós na árvore e passa a ser

proibitivo se esta for muito grande.

Uma alternativa, implementada neste trabalho, que se propõe para este método ingênuo

de calcularπ(q) é impor uma grade com resolução arbitrária emC, sendo que a cada nó

gerado apenas as células mais próximas são consideradas para o cálculo da vizinhança (a

distância máxima pode ser a mesma utilizada na geração uniforme das amostras). Para cada

uma dessas células vizinhas é feita a atualização dos nós queestão nelas contidas, de forma

que não é preciso percorrer toda a árvore para fazer atualização da estrutura de vizinhança.

Porém, este método provavelmente possui baixo desempenho em dimensões muito altas do

espaço de configurações. Além disso, a escolha da função de probabilidadeπ(q) pode ser

crucial para o desempenho do algoritmo.
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(a) EST com intervalo de amos-

tragem igual a 30

(b) EST com intervalo de amos-

tragem igual a 60

(c) EST com intervalo de amos-

tragem igual a 90

(d) EST com intervalo de amos-

tragem igual a 120

Figura 3.6: Árvore gerada pelo algoritmo EST. Foram geradas50 amostras.

A Figura 3.6 mostra a árvore de expansão gerada pelo EST. Cadanó é escolhido de

acordo com a probabilidadePr {qi} = 1
eni

, sendoni o número de vizinhos do nóqi. Esta

função de massa polariza fortemente as amostras para zonas inexploradas do espaço de con-

figurações. Nota-se que quanto maior o intervalo de amostragem da distribuição uniforme,

maior é a exploração do algoritmo. Porém, valores muito altos fazem com que regiões do

espaço de configurações que não são relevantes para o questionamento de rota em questão

sejam amostrados, aumentando o tempo de execução do algoritmo. A determinação deste

parâmetro não é trivial e depende da topologia do espaço de configurações, assim como do

formato deCfree.

Outra dificuldade inerente a este algoritmo diz respeito à escolha da funçãoπ(q). Se

esta função de massa resultar em uma distribuição que polariza fortemente a amostragem

rumo a zonas pouco exploradas, pode haver problema de mínimos locais, e então a evolução

da construção da árvore pode ficar prejudicada. Por outro lado, se não existir polarização,

ou seja, se a distribuição for uniforme, então a tendência é que mais configurações sejam

geradas em áreas já muito exploradas. Isto porque, como a probabilidade de escolha de um

nó é igual para todos os nós da árvore, então se uma região contêm apenas um nó enquanto

que outra contém 100 nós, a probabilidade de um nó desta região ser escolhido é 100 vezes

maior que a probabilidade de escolher o único nó da outra região.

O algoritmo EST gera árvores com qualidade inferior àquelasgeradas pelo RRT, pois in-

dependente dos parâmetros utilizados, as bordas que ligam os nós das árvores se sobrepõem

de tal maneira que as rotas resultantes sempre contêm ziguezagues.
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3.5 PASSEIO ALEATÓRIO ADAPTATIVO

O algoritmo ARW (Adaptive Random Walk, do inglês) [9] encontra-se na categoria dos

planejadores de rotas de questionamento único. Assim, dadas as configurações inicial e final

de um robô, um caminho ligando as configurações é feito emCfree sem a etapa de pré-

processamento que ocorre em alguns planejadores de múltiplos questionamentos, como o

PRM. A ênfase do ARW é na eficiência de tempo de execução, sendoque há a garantia de

convergência para a solução [9]. Este algoritmo utiliza um passeio aleatório para explorar o

espaço de configurações livre até que a última amostra geradapossa se conectar ao ponto de

destino por meio de um planejador local. Todas as amostras geradas emCfree são armaze-

nadas, formando uma cadeia de configurações. Assim, quando aúltima amostra do passeio

é ligada ao ponto de destino, faz-se a concatenação de todas essas configurações da cadeia, e

então é dito que a solução do problema de planejamento de rotas foi encontrada. A definição

do passeio aleatório adaptativo vem a seguir.

Seja uma configuraçãoq = [q0, q1, . . . , qn−1]
T , em quen é o número de dimensões do

espaço de configurações. O ARW é dado por um processo estocástico de tempo discreto,

caracterizado por um passeio aleatório que evolui a partir de uma configuração de origem

qstart, com o objetivo de alcançar a configuração de destinoqgoal. A evolução deste passeio

aleatório adaptativo é dado pelas seguintes equações recursivas [9]

q0 = qstart

qk = g (qk−1,vk) , parak = 1, 2, 3 . . . (3.12)

A funçãog : C × C → C é usada para avaliar se duas configuraçõesqi e qj podem ser

conectadas. Ela é definida tal que6

g(qi,qj) =







qi + qj , seqi pode ser ligado aqi + qj pelo planejador local.

qi , caso contrário.
(3.13)

Além disso,vk é gerada seguindo

vk ∼ N(0,Σk), (3.14)

em queΣk é a matriz de covariâncias adaptativa do processo, dada por

Σk = max (Pk,Σmin) (3.15)

com

Pk =

(

1

H

k−1
∑

i=k−H

qi · qTi

)

− q̄H · q̄TH , (3.16)

6Ainda que a operação “+” neste caso seja realmente uma soma, pois considera-se que as configurações se-

jam representadas por vetores emRn, pode ser definida uma operação de concatenação. Assim, a configuração

q passa a ser uma configuraçãoq em um espaço de configurações arbitrário.
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sendōqH , a média dasH últimas amostras, dada por

q̄H =
1

H

k−1
∑

i=k−H

qi. (3.17)

O termoΣmin da Eq. (3.15) garante uma variância mínima para a geração de novas amos-

tras. Valores muito altos paraΣmin podem ocasionar a diminuição (ou mesmo eliminar) a

adaptabilidade do passeio aleatório. Já o parâmetroH > 0 define o número de elementos da

cadeia gerada pelo processo que serão utilizados para a atualização da matriz de covariâncias.

O ajuste deste parâmetro é feito de forma empírica e depende da topologia deCfree, sendo

que grandes mudanças em seu valor não promove mudanças significativas no desempenho

do algoritmo [9]. Contudo, a existência de adaptabilidade atualiza a matriz de covariâncias

e direciona o algoritmo para uma melhor amostragem.

O objetivo principal da atualização da matriz de covariâncias é fazer com que a amostra-

gem devk seja polarizada pela históriaH do processo e a geração de amostras seja adequada

ao formato da região deCfree onde se localiza a última configuração da cadeia. É essa atua-

lização da matriz de covariâncias que determina a adaptabilidade do passeio aleatório.

Apesar do algoritmo ARW já ser eficiente na tarefa de exploração do espaço de configu-

rações, sua eficiência em termos de tempo de execução pode sermelhorada por meio de uma

implementação bidirecional. Nesta implementação, dois passeios aleatórios são gerados, de

forma que um inicia na configuração de origem e o outro inicia na de destino. Caso os dois

passeios se encontrem, a rota final será a união dos dois passeios. Caso o passeio originado

no pontoqstart encontre a configuração final, ou caso o passeio originado emqgoal encontre

a configuração inicial, então uma solução também terá sido alcançada.

Assim como na maioria dos planejadores baseados na amostragem do espaço de confi-

gurações, um problema do ARW é a qualidade muito baixa da rotaresultante. Em geral ela

possui muitos ciclos e desvios desnecessários. Uma maneirade amenizar este problema é

fazer um pós-processamento com o objetivo de suavizá-la. Este pós-processamento é apre-

sentado na Seção 4.2.

A Figura 3.7 mostra a evolução de um ARW, dado pela Eq. (3.12),sendo que a elipse

3σ é desenhada em várias regiões do ambiente. Nota-se que tantoa inclinação da elipse 3σ

quanto o tamanho de seus eixos se adaptam de acordo com a região do ambiente em que a

última configuração gerada se encontra. Esta adaptabilidade é importante, pois para espaços

mais confinados o traço da matriz de covariâncias é menor e menos amostras são geradas em

Cobs. Isto aumenta a eficiência do algoritmo, uma vez que menos amostras são desperdiça-

das. Por outro lado, em espaços mais abertos, o traço da matriz de covariâncias aumenta,

permitindo que amostras sejam geradas a distâncias maiores, aumentando a explorabilidade

do algoritmo.

O Algoritmo 9 resume o funcionamento do planejador de rotas ARW unidirecional. O

planejador local utilizado nas Linhas 3 e 6 é dado pelo Algoritmo 3. Já a Linha 10 indica que
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Figura 3.7: Evolução do passeio aleatório com a adaptação daelipses 3σ em diversos pontos

do espaço de configuraçõesC ∈ R2.

todas as novas configurações geradas e não rejeitadas são armazenadas em uma lista. Além

desta lista armazenar as configurações que compõem a soluçãodo problema, as últimasH

configurações armazenadas são utilizadas para o cálculo da matriz de covariâncias.

O algoritmo ARW oferece grandes vantagens quando comparadocom o PRM, RRT e

EST. Primeiramente, sua implementação é a mais simples dentre os quatro algoritmos. Além

disso, por não fazer busca de configurações vizinhas mais próximas, o custo de gerar uma

nova amostra também é muito baixo. Outra vantagem é que o ARW éo único a se adaptar à

estrutura do espaço de configurações para gerar uma nova amostra. Esta adaptação permite

que, implicitamente, o algoritmo extraia informações sobre a região onde o passeio aleatório

se localiza. Por exemplo, é fácil identificar quando uma região possui um volume pequeno,

pois o traço da matriz de covariâncias tende a ser pequeno nessas regiões. Além disso, esta

adaptabilidade permite que menos configurações sejam desperdiçadas, pois a amostragem é

polarizada emCfree.

Já a maior desvantagem do ARW é que a rota resultante possui uma péssima qualidade,

com muitas sinuosidades e ciclos desnecessários. Assim, asrotas geradas precisam de um

pós-processamento rigoroso, visando a eliminação de redundâncias e suavização da rota

resultante.

3.6 DISCUSSÃO

No contexto de robótica móvel, todos os algoritmos abordados neste Capítulo possuem

bom desempenho. Isto porque, em geral o espaço de configurações tem uma dimensão pe-

quena, ou seja, duas ou três dimensões. Assim, todos os cincoalgoritmos possuem bom
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Entrada: W, configurações inicial e final.

Saída : Lista que contém a rota ligandoqstart aqgoal.

k← 0; qk ← qstart;1

Inicia a matriz de covariânciasΣ0 comΣmin;2

while not local_planner( qk,qgoal) do3

Gera uma nova configuração aleatóriavk ∈ N(0,Σk);4

s← qk +vk;5

if local_planner( qk,s) then6

k← k +1;7

qk ← s;8

Atualiza a matriz de covariânciasΣk usando a Eq. (3.15);9

Insereqk na lista de configurações intermediárias;10

Algoritmo 9 : ARW simples.

desempenho no que se refere ao tempo de execução e à explorabilidade do espaço de confi-

gurações.

QuandoC ∈ R2, o planejador por frente de onda possui uma imensa vantagem em re-

lação aos algoritmos probabilísticos. Além dele ser determinístico, completo e ótimo de

acordo com o critério da menor distância de Manhattan, a sua implementação é bem sim-

ples, não necessitando de estruturas de dados complexas ou de algoritmos adicionais (pla-

nejador local, algoritmo para busca de vizinhos mais próximos, etc). Além disso, o único

pós-processamento necessário consiste em afastar a rota dos obstáculos. No entanto, a facili-

dade de implementação desaparece quandoC ∈ R2 × S1 e provavelmente a implementação

se torna inviável paraC ∈ R2 × SO(2) ouCfree ∈ SE(2).

Por outro lado, os quatro algoritmos probabilísticos, alémde possuírem bom desempe-

nho em problemas de planejamento de rotas para robótica móvel, também possuem bom

desempenho para espaços de configuração bem mais complexos,como os encontrados na

animação de atores artificiais, em aplicações de biologia molecular, etc, conforme visto no

Capítulo 1. No entanto, eles são apenas probabilisticamente completos, não sendo capazes

de retornar a não existência de solução. Além disso, as rotasresultantes possuem uma baixa

qualidade.

Dentre os quatro algoritmos probabilísticos, o ARW é o que possui a implementação

mais simples, porém gera as piores rotas. Já o RRT é o algoritmo mais elegante, pois provê

uma cobertura uniforme deCfree, sendo incremental e ainda gerando rotas de boa qualidade.

Além disso, o seu parâmetro tem uma relação intuitiva com o formato deCfree, ou seja,

quanto maior o volume das diversas regiões deCfree, maior o valor deǫ. Entretanto, para
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topologias complexas é complicado dizer se o volume das diversas regiões deCfree é grande

ou pequeno.

Conforme será mostrado no Capítulo 6, que corresponde aos resultados experimentais,

a etapa de pós-processamento consome um tempo ínfimo quando comparado com o tempo

total de execução do algoritmo, além das rotas finais serem praticamente iguais tanto para

os algoritmos probabilísticos, quanto para o planejador por frente de onda. Evidentemente,

as diferenças entre os algoritmos tendem a se acentuar quando a topologia do espaço de

configurações é complicada ou quando sua dimensão é muito grande.

No que se refere aos planejadores que amostram o espaço de configurações, uma vanta-

gem é que eles possuem uma grande independência em relação aomodelo dos obstáculos,

assim como em relação à geometria do robô. De fato, o único conhecimento que o planeja-

dor tem é da topologia do espaço de configurações. A conexão entre a geometria do robô e

o espaço de configurações livre é feita pelo detector de colisões. Dessa forma, o planejador

tem a função de gerar amostras no espaço de configurações, enquanto o detector de colisão

tem a função de verificar se elas devem ser rejeitadas ou aceitas. Então, para o planejador

de rotas não interessa se os obstáculos são representados por grades de ocupação, primitivas

semi-algébricas ou polígonos convexos, havendo apenas a necessidade da existência de um

detector de colisões capaz de verificar se uma amostra geradaestá ou não em colisão. Assim,

é o detector de colisões que conhece o modelo geométrico e o formato dos obstáculos e do

robô.

52



4 MÉTODOS DE AMOSTRAGEM E SUAVIZAÇÃO DE ROTAS

Do not go where the path may lead,

go instead where there is no path

and leave a trail.

Ralph Waldo Emerson

Com o grande sucesso dos planejadores de rotas baseados na amostragem do espaço de

configurações na década de 1990, algumas questões inevitavelmente foram levantadas ao

longo do tempo: seria possível amostrar seletivamente o espaço de configurações? Mesmo

que a amostragem seja uniforme em todo o espaço de configurações, ela necessariamente

tem que ser aleatória ou existem alternativas determinísticas1?

Vários trabalhos tentaram responder a primeira questão, principalmente no contexto do

PRM e suas variantes. Em [11], é feita uma decomposição em células do espaço de trabalho

visando extrair informações que sejam úteis para uma amostragem mais seletiva deCfree.

Em [10, 12, 50] são usadas funções densidade de probabilidade específicas para aumentar a

amostragem de passagens estreitas no espaço de configurações. Mais especificamente, em

[10] e [50], amostras são geradas perto dos obstáculos, verificando-se a melhoria da amos-

tragem em passagens estreitas. Em [13] a amostragem é concentrada no eixo médio deCfree.

Por último, em [14] é feita uma avaliação entre vários métodos de amostragem comumente

utilizados na literatura referente ao PRM. Assim, estes trabalhos mostraram que é possível

amostrar seletivamenteCfree, mas nenhum apresentou uma técnica definitiva que funciona

bem pelo menos na grande maioria dos casos. No que se refere à segunda pergunta, em [51]

são avaliadas técnicas determinísticas para a amostragem global do espaço de configurações.

Foi mostrado que estes métodos podem ocasionar uma cobertura mais homogênea deCfree.

Ainda que grande parte das técnicas de amostragem exploradas sejam desenvolvidas vi-

sando a aplicação no PRM, muitas delas podem ser estendidas ou adaptadas para planejado-

res de questionamento único, notadamente o EST e o ARW.

4.1 AMOSTRAGEM DETERMINÍSTICA

Em Lavalleet al. [52] é mostrado um estudo consistente comparando várias técnicas de

amostragem determinística e amostragem probabilística uniforme. Para avaliar e comparar

os diferentes métodos, foram utilizados conceitos como discrepância e dispersão. Assim,

sejaX = [0, 1]d ∈ R
d o espaço no qual serão gerados os pontos,P = {p0, . . . , pN−1} o

1O termo amostragem na literatura de planejamento de rotas é usado para indicar que um espaço é aproxi-

mado por um conjunto de pontos, ou seja, discretizado de maneira não necessariamente homogênea.
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conjunto finito deN pontos emX e R a coleção de subconjuntos deX chamada faixa. A

discrepância é definida como [52]

D (P,R) =
R∈R

sup

∣

∣

∣

∣

| P ∩R |c
N

− µ (R)

∣

∣

∣

∣

, (4.1)

em que| · |c é aplicada a um conjunto finito e denota sua cardinalidade (quantidade de

elementos em um conjunto discreto), eµ é a medida de Lebesgue (generalização do conceito

de volume) de um conjunto. Sendo assim, a discrepância mede omaior erro de estimação de

volume em todos os conjuntos emR.

Exemplo 4.1.1. Se para um conjunto de pontos é reinvindicado que ele provê uma dis-

crepância nula, então dado queN amostras são geradas emX = [0, 1]2, o número de

amostras dentro de todo subconjuntoR, tal queµ(R) = 1
N

, é igual a1. �

Ainda em [52] o conceito de dispersão é definido como

δ (P, ρ) =
x∈X

sup
(

p∈P
min ρ (x, p)

)

, (4.2)

em queρ denota qualquer métrica (e.g.distância euclidiana). Dispersão pode ser considerada

como o raio da maior bola emX que não contém algum elemento deP . Dessa forma,

a dispersão pode ser utilizada como uma métrica para quantificar qual método provê um

conjunto de pontos com maior cobertura deCfree.

Além disso, em [52] é mostrado que uma baixa discrepância implica em baixa dispersão.

Sendo assim, naquele trabalho foram explorados como métodos de baixa discrepância a

seqüência de Halton, o conjunto de Hammerseley e uma generalização de grades denominada

reticulados [53].

A seqüência de Halton para um espaço de dimensãod é dada da seguinte forma:d

números primos entre si são escolhidos (em geral osd primeiros primos maiores ou iguais a

2 são escolhidos). Sabendo que um número pode ser representado em uma basep qualquer

por meio da sequênciaip = a0 + pa1 + p2a2 + p3a3 . . ., em queaj ∈ {0, 1, . . . , p− 1}
representa os dígitos do número (e.g. 123 na base decimal é igual a3 + 2 · 10 + 1 · 102),

define-se a função

rp (i) =
a0

p
+
a1

p2
+
a2

p3
+ . . . , (4.3)

tal querp (i) ∈ [0, 1] e ai-ésima amostra é dada por(rp1 (i) , rp2 (i) , . . . , rpd (i)). Um algo-

ritmo simples para gerarrp (i) é apresentado em [54].

O conjunto de pontos de Hammerseley é uma variação da seqüência de Halton, porém

necessita da informaçãoa priori sobre o número de amostras a serem geradas. Sendo assim,

para gerar N amostras em um espaço ded dimensões são necessáriosd − 1 primos e o

conjunto é gerado de acordo com
(

i/N, rp1 (i) , . . . , rpd−1
(i)
)

, i = 0, 1, . . . , N − 1.
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Por último, as grades não ortogonais, ou reticulados, também são conjuntos de pontos e

N tem que ser determinadoa priori. Para gerar ai-ésima de um total de N amostras em um

espaço ded dimensões utiliza-se
(

i

N
, {iα1} , . . . , {iαd−1}

)

, i = 0, 1, . . . , N − 1, (4.4)

em queαi é um número positivo irracional e{·} representa a parte decimal do número real. A

vantagem de usar reticulados é que a estrutura de vizinhançaé regular, o que pode representar

um ganho considerável de desempenho no PRM, uma vez que a busca de vizinhos no PRM

clássico é uma etapa computacionalmente onerosa [52].

Já um método que gera um conjunto de amostras de baixa dispersão é a grade de Sukha-

rev. Ele é baseado no critério de Sukharev que indica que, para qualquer conjunto de pontos

P , a dispersãoδ (P ) ≥ 1

2N
1
d

, o que implica que para manter a dispersão fixa, o número de

amostras necessárias cresce exponencialmente com a dimensão. Sendo assim, a grade de

Sukharev possui dispersãoδ (P ) = N
− 1

2

2
e pode ser construída particionando[0, 1]d emN

hipercubos e colocando uma amostra no centro de cada hipercubo [52].

Um dos problemas associados à amostragem por conjunto de pontos é que o númeroN

a ser definidoa priori nem sempre é fácil de ser determinado. Porém, em [55] é apresentado

um método para criação de um reticulado de forma incremental.

A grande vantagem dos métodos determinísticos de amostragem, em relação aos proba-

bilísticos, é evidenciada quando o objetivo é fazer uma amostragem homogênea do espaço de

configurações com a menor dispersão possível. Esta vantagemé ainda maior se a estrutura

de vizinhança for regular, uma vez que não há necessidade da utilização de algoritmos para

busca de vizinhos mais próximos. Entretanto, em boa parte das aplicacões, as rotas requisita-

das precisam de amostras em apenas algumas partes deCfree. Sendo assim, vários métodos

estocásticos para amostrar seletivamenteCfree foram desenvolvidos, como mostrado a se-

guir.

Em Sunet al. [12] é apresentado um método de amostragem seletiva cujo objetivo é fazer

uma filtragem das amostras de forma a aumentar a probabilidade de amostrar as passagens

estreitas. O método consiste em gerar uma amostraq1 de acordo com uma distribuição

uniforme emCobs e a partir dela gerar uma amostraq2 de acordo com uma distribuição

gaussiana de média nula e matriz de covariâncias determinada pela largura das passagens

estreitas. Casoq2 também esteja emCobs então a configuraçãoqm no ponto médio entreq1 e

q2 é avaliada, sendo que se ela estiver emCfree ela é armazenada no mapa de rotas.

A idéia é queq1 e q2 formem os pilares eqm seja a ponte sobre a passagem estreita.

Este método simples se mostrou eficiente ao capturar a conectividade de passagens estreitas,

sendo conhecido comoteste da ponte.

Os métodos de amostragem gaussiana com seleção de amostras ede amostragem no eixo

médio deCfree são descritos com mais detalhes a seguir.
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4.1.1 Amostragem gaussiana com seleção de amostras

A técnica de amostragem gaussiana com seleção de amostras foi proposta com o obje-

tivo de melhorar o desempenho do PRM no problema da passagem estreita [10]. Ela é mais

onerosa que a amostragem uniforme, mas é justificada pelo princípio de que os dois passos

computacionalmente mais onerosos do algoritmo PRM correspondem à geração de amos-

tras e aos testes de conexão entre cada configuração aleatória e seus vizinhos por meio do

planejador local. O tempo total de execução do PRM pode ser aproximado por [10]

T = n(Ts + Ta), (4.5)

em quen corresponde ao número de amostras necessárias para resolver o problema,Ts o

tempo necessário para gerar uma amostra emCfree eTa o tempo necessário para adicionar a

configuração ao mapa de rotas (o que inclui checar a conexão com os vizinhos).

Na implementação padrãoTs é muito menor queTa, de forma que a idéia central deste

algoritmo é gerar as configurações aleatórias de uma maneiramuito mais criteriosa, dimi-

nuindo o número de amostras necessárias para resolver o problema. Sendo assim, mesmo

queTs aumente, há um menor número de nós gerados e portanto um menornúmero de cha-

madas ao planejador local. ConseqüentementeTa diminui drasticamente, reduzindo o tempo

global gasto na etapa de construção do mapa de rotas.

A estratégia de amostragem gaussiana apresenta bom desempenho em situações onde

o espaço de configurações tem grandes áreas sem obstáculos e algumas poucas passagens

estreitas. Sendo assim, o algoritmo amostra basicamente oslocais difíceis deCfree, evitando

colocar amostras em grandes áreas abertas.

O seu funcionamento consiste em inicialmente gerar uma amostraq1 de acordo com uma

distribuição uniforme emC. Em seguida, uma configuraçãoq2 é gerada seguindo

q2 ∼ N(q1,Σ). (4.6)

Sendo assim, seq1 ∈ Cfree eq2 /∈ Cfree, entãoq1 é adicionada ao grafo. Caso contrário,

seq1 /∈ Cfree eq2 ∈ Cfree, entãoq2 é adicionada ao grafo. Se nenhuma das condições ante-

riores forem atendidas, então ambas configurações são descartadas. O processo é repetido até

que um número pré-determinado de amostras emCfree seja gerado. Este número depende da

topologia do espaço de configurações, assim como do formato do espaço de trabalho. Dessa

forma, nem sempre é fácil determiná-lo.

Este procedimento de geração de configurações pode ser resumido pelo Algoritmo 10.

Apesar deste método ter sido inicialmente desenvolvido para ser utilizado com o PRM, ele

pode ser facilmente adaptado para ser utilizado em algoritmos de questionamento único tal

como o ARW ou o EST. Observa-se que um dos parâmetros do algoritmo é a variância

da distribuição gaussiana. Quanto menor esta variância, maior será o número de amostras

geradas perto deCobs. Conseqüentemente, um número maior de amostras serão geradas
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Entrada: Número N de amostras a serem geradas, variânciaΣ da distribuição

gaussiana.

Saída : Mapa de rotas.

i← 0;1

while i < N do2

q1← é gerada de acordo com uma distribuição uniforme emCfree;3

q2← é gerada de acordo com a Eq. (4.6);4

if q1 ∈ Cfree and q2 /∈ Cfree then5

adicionaq1 ao mapa de rotas;6

i ++;7

else ifq1 /∈ Cfree and q2 ∈ Cfree then8

adicionaq2 ao mapa de rotas;9

i ++;10

Algoritmo 10: Amostragem gaussiana com seleção de configurações aleatórias.

em passagens estreitas. Entretanto, se esta variância for muito pequena, um número maior

de amostras serão rejeitadas, pois a amostraq2 será gerada próxima à amostraq1. Assim,

haverá uma grande probabilidade de ambas estarem emCobs ou ambas estarem emCfree, o

que implica na rejeição das duas amostras. Por outro lado, sea variância for muito grande,

áreas irrelevantes deCfree podem ser amostradas.

A Figura 4.1 mostra um tipo de ambiente no qual a amostragem gaussiana, na média, pos-

sui um desempenho bem superior à amostragem uniforme. Com parâmetros idênticos, mu-

dando apenas a distribuição utilizada para amostragem, a distribuição gaussiana com seleção

de amostras consegue capturar a conectividade do corredor central bem antes da distribui-

ção uniforme. Este fato é comprovado por meio dos resultadosdas simulações do Capítulo

6. Isto acontece porque, no PRM uniforme, a probabilidade deuma amostra cair em uma

região é proporcional ao seu volume. Então, a probabilidadede uma amostra ser gerada em

uma passagem estreita é pequena devido ao seu pequeno volume. Já o PRM gaussiano foi

projetado visando justamente capturar a conectividade de passagens estreitas. Assim, como

nesta figura existe apenas uma passagem estreita, que consiste em um corredor separando

duas grandes regiões, o algoritmo que polariza a amostragemrumo ao corredor consegue

capturar melhor a conectividade deCfree.

4.1.2 Amostragem no eixo médio

Visando também aumentar o desempenho do PRM em espaços de configuração com

passagens estreitas, foi desenvolvido em [13] um método de amostragem em que as amostras
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(a) Amostragem uniforme. (b) Amostragem gaussiana com seleção de

amostras.

Figura 4.1: Amostragem uniforme vs. amostragem gaussiana no algoritmo PRM.

geradas no espaço de configurações são levadas para o eixo médio MA(Cfree) deCfree sem

a necessidade de seu cálculo explícito [13].

Além de haver um aumento da distância das amostras em relaçãoaos obstáculos, em [13]

é mostrado que a conectividade em passagens estreitas pode ser melhor capturada com este

método e o aumento desta conectividade não depende do volumedestas passagens, mas sim

das características dos obstáculos ao redor.

A Figura 4.2 mostra a representação do eixo médio paraC ∈ R2. O polígono sólido em

forma de U, assim como os limites da figura, representamCobs. O eixo médio é representado

pela linha tracejada. Observa-se que cada ponto do eixo médio é eqüidistante a pelo menos

dois pontos deCobs.

Uma grande vantagem de usar o eixo médio do espaço de configurações livre é que

MA(Cfree) tem dimensão menor queCfree mas ainda é uma representação completa para os

propósitos de planejamento de rotas, uma vez que mantém a estrutura topológica deCfree
[13]. É importante notar que no caso de polígonos no plano toda configuração amostrada no

espaço de configurações pode ser levada para o eixo médio [13], o que significa que a técnica

pode ser facilmente aplicada em problemas de robótica móvel. Um exemplo é mostrado na

Seção 4.2.3, em que as configurações geradas emCfree são levadas para para o eixo médio,

visando o afastamento do robô em relação aos obstáculos.

Figura 4.2: Eixo médio emC ∈ R2 representado pela linha pontilhada.
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Entrada: Número N de nós a serem gerados

Saída : Mapa de rotas localizado emCfree

repeat1

Gera uma amostraq emC de acordo com uma distribuição uniforme;2

qn← nearest_configuration( q) na fronteira deCfree;3

if q ∈ Cfree then4

O sentido
→
v do deslocamento é

−→
qn q e o ponto de partidas do deslocamento é5

q;

else6

O sentido
→
v do deslocamento é

−→
q qn e o ponto de partidas do deslocamento é7

qn;

Moves na direção
→
v até queqn não seja a única configuração mais próxima na8

fronteira deCfree;

until N nós sejam gerados emCfree ;9

forall combinação dois a dois dos nós geradosdo10

if local_planner( qi,qj) then11

Insere uma borda no grafo conectandoqi a qj12

Algoritmo 11: Amostragem no eixo médio deC ∈ R2.

O Algoritmo 11 resume o funcionamento da amostragem do eixo médio paraC ∈ R2.

A idéia é que toda amostra gerada emC seja levada para o eixo médio deCfree. Assim,

enquanto na Linha 4 as amostras geradas emCfree são levadas para seu eixo médio, na

Linha 6 observa-se que as amostras que caem emCobs também são aproveitadas e levadas

para o eixo médio do espaço de configurações livre. Sendo assim, ainda que o processo

de amostragem seja mais oneroso computacionalmente, não hádesperdício de amostras e

é necessário gerar um número menor de amostras para capturara conectividade deCfree.

Já na Linha 8, partindo do pontos pequenos incrementos são dados na direção
→
v . A cada

um desses incrementos, verifica-se se existe algum outro ponto na fronteira deCfree cuja

distância seja igual àquela entrev e qn2. Caso exista, então a configuraçãos encontra-se

no eixo médio. Este processo pode ser bastante oneroso computacionalmente, pois mesmo

para o casoC ∈ R2, o tempo necessário para encontrar pontos na fronteira deCfree depende

fortemente da implementação do algoritmo utilizado para encontrar objetos mais próximos.

2Na verdade, para evitar problemas devido ao efeito da discretização, verifica-se se existe algum outro ponto

cuja distânciad1 é aproximadamenteigual àquelad2 entres e qn, ou seja,d1 = d2 ± δ.
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4.2 COMPONENTES PARA SUAVIZAÇÃO DE ROTAS

Conforme discutido nas Seções anteriores, os métodos probabilísticos geralmente retor-

nam rotas de baixa qualidade. Assim, um pós-processamento énecessário para retirada de

nós redundantes, ciclos e desvios desnecessários. Pelo quemostra a literatura de planeja-

mento de rotas, ainda não foi desenvolvido um método único desuavização que faça essas

três coisas concomitantemente. Dessa forma, vários passosintermediários são necessários

para a completa suavização da rota. Os algoritmos que representam estes passos intermediá-

rios são apresentados a seguir.

4.2.1 Dividir para conquistar

No algoritmo Dividir para Conquistar [9], dadas as configurações inicial e final de uma

lista contendo as configurações intermediárias de uma rota qualquer, o objetivo é tentar ligar

a primeira configuração à ultima utilizando um planejador local. Caso isto seja possível, os

nós intermediários são removidos. Caso contrário, a lista édividida em duas e o processo é

repetido recursivamente nas listas menores.

Este procedimento pode ser resumido pelo Algoritmo 12 e deveser chamado3 repetida-

mente até que a rota não possa mais ser simplificada. Isto é determinado quando, em uma

nova chamada do algoritmo, não há remoção de qualquer configuração da rota. Além disso,

este algoritmo possui um excelente desempenho e em poucas chamadas ele atende ao critério

de parada [9, 34]. Uma outra vantagem deste método é que ele é bastante geral e se aplica a

qualquer tipo de espaço de configurações.

A Figura 4.3 mostra uma rota após quatro chamadas ao algoritmo Dividir para Conquis-

tar. A rota original foi gerada pelo algoritmo ARW e possui muitos nós desnecessários, sendo

mostrada na Figura 4.3(a). As Figuras 4.3(b)-(c) mostram a primeira e a segunda chamada

ao algoritmo. Observa-se que já na primeira chamada a rota sofre uma grande simplificação,

sendo que na segunda a rota está com bem menos nós que a rota original. Porém, existem

ainda alguns nós redundantes, de tal maneira que mais chamadas ao algoritmo são necessá-

rias para que o critério de parada seja atendido. A Figura 4.3(d) mostra a quarta chamada,

em que a rota já está bem simplificada, com apenas 10 nós.

4.2.2 Utilização de atalhos e remoção de ciclos

Após a aplicação sucessiva do Algoritmo 12 apresentado na Seção 4.2.1, podem existir

alguns nós remanescentes que causam desvios e ciclos desnecessários na rota. Uma boa

3É importante notar que uma chamada refere-se ao nível mais alto do algoritmo, sem considerar a recursi-

vidade. Uma vez que o algoritmo é chamado, ele é encarregado de suavizar a rota recursivamente, mas quem o

chamou não precisa saber que ele funciona de maneira recursiva.
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Entrada: qstart, qend e a lista contendo a rota a ser suavizada

Saída : Lista que contém a rota suavizada

if (qstart = qend) or (qstart+1 = qend) then1

/ * A rota não pode mais ser dividida, então interrompe

esta execução. * /

return ;2

else if local_planner( qstart,qend) then3

remove_nodes_interval( qstart+1,qend−1) ;4

else5

/ * Faz chamadas recursivas ao algoritmo dividir para

conquistar * /

divide_and_conquer( qstart,q start+end
2

) ;6

divide_and_conquer( q start+end
2

+1,qend) ;7

return Rota suavizada8

Algoritmo 12: Dividir para conquistar.

estratégia para eliminar esses nós é utilizar atalhos na rota. Assim, um algoritmo simples e

geral baseado naquele proposto por Geraerts & Overmars [16]é utilizado para a utilização de

atalhos e remoção de ciclos. Assim como o algoritmo Dividir para Conquistar, este algoritmo

funciona para espaços de configuração arbitrários.

Partindo do nó inicial, o objetivo é percorrer a rota de trás para frente para tentar ligá-lo a

um nóqj o mais próximo possível do nó final. Caso exista este nó, os nósintermediários são

removidos e o processo é repetido a partir deqj . Este processo é repetido até que o penúltimo

nó da rota seja alcançado. O Algoritmo 13 resume este procedimento. Para que haja uma

suavização mais agressiva, às vezes se faz necessário interpolar nós intermediários antes de

fazer a remoção de ciclos.

Em Geraerts & Overmars [16] a varredura é feita no sentido direto, enquanto neste tra-

balho ela é realizada no sentido reverso. Esta diferença, ainda que sutil, permite um ganho

de desempenho, pois trechos maiores são eliminados e menos passos são necessários para a

suavização da rota.

A Figura 4.4(a) mostra o resultado de uma rota processada pelo algoritmo Dividir para

Conquistar. Observa-se que há um grande ciclo desnecessário que não pôde ser eliminado

com este método. Assim, o algoritmo Remoção de Ciclos é utilizado, gerando a rota da

Figura 4.4(b). Para ter este resultado, foi necessária a interpolação de configurações inter-

mediárias na rota, uma vez que com mais nós há um aumento da possibilidade de conexões,

o que implica em uma maior suavização.
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(a) Rota original. (b) Primeira chamada.

(c) Segunda chamada. (d) Quarta chamada.

Figura 4.3: Algumas chamadas ao algoritmo Dividir para Conquistar.

4.2.3 Aumento da distância em relação a obstáculos

Todos os métodos de suavização anteriores não levam em consideração a distância em

relação aos obstáculos, uma vez que eles tendem a otimizar a distância total da rota (no caso

limite da otimização a rota pode passar arbitrariamente perto da fronteira dos obstáculos).

Em robótica móvel isto pode ser inviável, uma vez que as representações do ambiente tendem

a conter incertezas associadas. Assim, os obstáculos podemter uma ligeira variação da

posição real em relação à posição representada no mapa. Desta forma, rotas muito próximas

aos obstáculos podem gerar colisões quando o robô for executá-las.

A distância em relação aos obstáculos considerada segura é dada pelos requisitos da ta-

refa. Contudo, existem situações em que o robô tem que passarpor caminhos muito estreitos,

Entrada: qstart, qgoal e lista com a rota a ser suavizada

Saída : Lista que contém a rota suavizada

for qi← qstart to qgoal−1 do1

for qj ← qgoal to qi+1 do2

if local_planner( qi, qj) then3

remove_nodes_interval( qi+1,qj−1) ;4

qi← qj ;5

/ * Interrompe o laço mais interno da linha 2 * /

break;6

Algoritmo 13: Remove ciclos e utiliza atalhos
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(a) Antes da remoção dos ciclos. (b) Depois da remoção dos ciclos.

Figura 4.4: Remoção de ciclos na rota.

sendo que o critério da distância mínima não pode ser satisfeito. Nessas situações, o mais

adequado é levar o ponto de passagem para o eixo médio deCfree, maximizando a segurança

do robô.

O Algoritmo 11, utilizado originalmente no contexto do PRM para gerar amostras no

eixo médio, pode ser simplificado de forma a aumentar a distância dos nós em relação aos

obstáculos paraC ∈ R2. Para tanto, basta eliminar a etapa de geração de amostras e cone-

xão e então utilizar somente o trecho que corresponde ao aumento da distância em relação

aos obstáculos. Este trecho corresponde às Linhas 4 a 8. Assim, inicialmente a rota é in-

terpolada com nós intermediários e estes são afastados dos obstáculos se estiverem a uma

distância menor que a distância mínima desejada. Eles devemser deslocados até a distância

mínima ou, caso isto não seja possível, afastados até que atinjam o eixo médio do espaço de

configurações.

A Figura 4.5 mostra dois ambientes nos quais a rota original está desenhada em tons

claros e a rota afastada dos obstáculos está desenhada em tons escuros. Nota-se que muitos

nós atendiam ao critério da distância mínima e não precisaram ser afastados. Na Figura

4.5(a) a parte da rota mais à direita foi afastada até que satisfizesse o critério da distância de

segurança e não chegou ao eixo médio. Já na Figura 4.5(b) o corredor central é muito estreito,

de tal forma que não é possível fazer com que os nós daquela região atendam ao critério

da distância mínima. Sendo assim, os nós são levados para o eixo médio, maximizando a

distância da rota em relação aos obstáculos.

4.2.4 Remoção de ramos

O mapeamento de pontos do espaço de configurações no eixo médio não é um home-

omorfismo. Isto faz com que os nós distintos situados perto deconcavidades e vértices de

obstáculos possam ser mapeados no mesmo ponto, ocasionando“ramos” nas rotas. A Figura

4.6 mostra um exemplo de três nós diferentes no espaço de configurações que são mapeados
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(a) Rota gerada em um ambiente simples. (b) Rota gerada em um corredor estreito.

Figura 4.5: Rota original (tons claros) e rota afastada dos obstáculos (tons escuros).

no mesmo ponto do eixo médio.

O algoritmo 14 retira os ramos das rotas de acordo com um parâmetro de distânciasmin
[16]. Dado um nó de referênciaqi, se entre os nósqi−1 e qi+1 a distância for menor quesmin
e se o planejador local conseguir ligar estes dois nós,qi é retirado da rota. O nó de referência

passa a serqi−1, se ele não for o primeiro nó da rota ou, caso contrário, ele passa a serqi+1.

Este método é bastante geral e funciona para espaços de configuração arbitrários.

A Figura 4.7(a) mostra uma rota que foi levada ao eixo médio. Uma vez que várias

configurações foram mapeadas em um mesmo ponto deCfree, a rota ficou com grandes

ramos. Estes são caracterizados por trechos das rotas em queos pontos de passagem se

sobrepõem, fazendo com que o robô, ao executar a rota, passe por esses pontos duas vezes,

porém em sentidos opostos. A Figura 4.7(b) mostra a rota suavizada. É importante notar que

somente os ramos são removidos, sendo o restante da rota preservada.

4.2.5 Discussão

Como visto no Capítulo 3, os métodos probabilísticos retornam rotas de baixa qualidade.

Isto implica na necessidade de um pós-processamento das rotas. Os métodos apresentados

Figura 4.6: Vários nós mapeados no mesmo ponto do eixo médio.
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Entrada: qstart e smin

qi ← qstart+1;1

while qi+1 not Nil do2

if distance( qi−1, qi+1) < smin then3

if local_planner( qi−1, qi+1) then4

aux← qi;5

if qi−1 not qstart then6

qi← qi−1;7

else8

qi← qi+1;9

remove( aux) ;10

/ * Volta para o início do while * /

continue;11

qi← qi+1;12

Algoritmo 14: Remove os ramos da rota.

na Seção 4.2 são eficientes, porém individualmente não são algoritmos fechados, que por

si só já retornam uma boa rota. Assim, se faz necessária a aplicação dos vários métodos

à rota visando sua suavização completa. Com exceção do método que afasta os nós dos

obstáculos, todos os métodos são bastante gerais e podem seraplicados em espaços de con-

figuração arbitrários. Além disso, os algoritmos são simples, sendo de fácil implementação.

Contudo, o simples fato de ser necessário o uso de vários algoritmos intermediários, mesmo

que simples, torna o método global não muito elegante. Assim, seria desejável que houvesse

uma solução fechada, mas até o ponto conhecido pelo autor, ainda não foi desenvolvido um

método elegante, de solução fechada e que seja computacionalmente eficiente, que resolva o

problema de suavização de rotas.

(a) Antes da remoção de ramos. (b) Após a remoção de ramos.

Figura 4.7: Remoção de ramos
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5 REVISITANDO O PASSEIO ALEATÓRIO ADAPTATIVO

Do not worry about your difficulties in mathematics,

I assure you that mine are greater.

Albert Einstein

Na Seção 3.5 foi apresentado um algoritmo de questionamentoúnico, o ARW, cujo meca-

nismo de exploração do espaço de configurações é dado por um passeio aleatório. A variação

do único parâmetro a ser ajustado – a históriaH do processo – não implica em um impacto

muito significativo no desempenho do algoritmo [9]. Além disso, a literatura mostra que

este algoritmo é bastante eficiente quando comparado com os algoritmos de questionamento

único que compõem o estado da arte de planejamento de rotas [9]. Porém, uma desvan-

tagem deste algoritmo está na sua dificuldade em sair de longos corredores1 do espaço de

configurações [56].

Tendo em vista essas características do ARW, algumas questões ficam pendentes: seria

possível alterar a função densidade de probabilidade de forma a maximizar a explorabili-

dade? Além disso, qual é a função densidade de probabilidadefinal do algoritmo na forma

em que ele foi projetado? Existe alguma maneira de polarizara amostragem rumo a áreas

menos exploradas do espaço de configurações?

Nas seções seguintes essas questões são discutidas. Na Seção 5.1 é feita uma caracteriza-

ção da função densidade de probabilidade resultante do ARW e, em seguida, na Seção 5.2 a

condição de convergência para o algoritmo em um espaço discretizado é apresentada. Já na

Seção 5.3 é feita uma comparação entre a distribuição uniforme e a distribuição gaussiana.

Em seguida, na Seção 5.4 um método de fácil implementação usando grades no espaço de

configurações é proposto visando aumentar a explorabilidade do algoritmo. Por último, a

Seção 5.5 propõe um algoritmo incremental baseado em passeios aleatórios adaptativos. As

análises teóricas que vêm a seguir, assim como o algoritmo incremental resultante desen-

volvido neste trabalho, não estão presentes na literatura,e portanto constituem a principal

contribuição desta dissertação.

1Um corredor no espaço de configurações, de dimensão arbitrária, para um robô holonômico é dado por

regiões em que o robô pode se mover, sem muita restrição espacial, apenas em uma direção.
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5.1 CARACTERIZAÇÃO DA FUNÇÃO DENSIDADE DE PROBABILIDADE DO

ARW

O passeio aleatório adaptativo, já descrito na Seção 3.5, é replicado a seguir. Dadas as

configurações inicialqstart e finalqgoal, tem-se que

q0 = qstart, (5.1)

qk = g(qk−1,vk). (5.2)

As amostrasvk são geradas seguindo uma distribuição uniforme de médiaqk−1 e matriz de

covariâncias adaptativa. A funçãog(qk−1,vk) avalia seqk−1 pode ser ligada avk. Como

pôde ser visto na Seção 3.5, esta função, quando implementada na forma de um algoritmo,

é chamada de planejador local. Assim, visando uma análise mais aprofundada do algoritmo,

nesta Seção é caracterizada a função densidade de probabilidade das amostras geradas no

algoritmo ARW.

Inicialmente, assume-se que o espaço de configurações seja uma variedade. De fato, na

grande maioria dos problemas práticos em robótica esta assertiva é válida [36, 2, 19]. Sendo

C uma variedade, então localmente ele é homeomorfo a um espaçoEuclidiano, e conseqüen-

tementeCfree também o é. Assim, uma vez que há um homeomorfismo entre o espaço de

configurações livre e um espaço Euclidiano, então existe umafunção que retorna o volume

deCfree que é homeomorfa a uma função que retorna o volume do espaço Euclidiano cor-

respondente. Uma vez queRk é homeomorfo ao conjunto aberto(0, 1)k e este tem volume

unitário, então assume-se, sem perda de generalidade, queCfree tenha volume unitário. Esta

mesma consideração sobre o volume deCfree já foi utilizada em outros trabalhos para carac-

terizar distribuições não uniformes no contexto do PRM [12]. Assim, a função densidade de

probabilidade para a primeira amostra emCfree é dada por2

p(q0) =







1 q0 ∈ Cfree

0 caso contrário,
(5.3)

e
∫

Cfree

p(q0)dq0 = 1. Assim, a distribuição da primeira amostra do passeio aleatório é

uniforme em todo o domínio deCfree. Isto porque não há restrição sobre onde o passeio

aleatório possa começar. Então, como o espaço de configurações livre depende do formato

do espaço de trabalho e este pode ser arbitrário, a distribuição da primeira configuração

tem que necessariamente ser uniforme, pois não existe informação privilegiada sobre onde o

passeio aleatório deve começar.

O objetivo é partir da amostragem inicial do ARW e da operaçãode aceitação/rejeição

que ocorre em seqüência e, então, encapsular estas duas operações em uma distribuição que

caracterize a evolução do passeio aleatório adaptativo.

2Visando uma notação mais simples, a função densidade de probabilidadepX(x) nesta Seção é escrita

apenas comop(x).
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Assim, a amostragem inicial, dada a amostraqk−1 ∈ Cfree, é caracterizada por

λ(qk,qk−1) = N(qk−1,Σqk−1
), (5.4)

em que a amostraqk é gerada por meio da distribuição gaussianaλ(qk,qk−1), chamada

distribuição de base. Porém, ela só é aceita se estiver na região de visibilidade deqk−1, cuja

definição vem a seguir.

Definição 5.1.1.Sejaπ(·) uma função contínua qualquer com domínio[0, 1]. A região de

visibilidade a partir do pontoq é dada por

V(q) = {qv ∈ Cfree | π : [0, 1]→ Cfree, π(0) = q, π(1) = qv}, (5.5)
�

Define-se ainda a função de pertinência

I(qk,qk−1) =







1 , seqk ∈ V(qk−1),

0 , caso contrário.
(5.6)

Esta função de pertinência geralmente é avaliada, em nível de implementação, pelo planeja-

dor local, para se certificar queqk é visível a partir deqk−1.

A função densidade de probabilidade condicional, que caracteriza a geração de amostras

qk em função de uma configuraçãoqk−1 de referência, é dada por

p(qk|qk−1) =
λ(qk,qk−1)I(qk,qk−1)

∫

Cfree
λ(qk,qk−1)I(qk,qk−1)dqk

. (5.7)

É importante notar quek é o índice dak-ésima amostra gerada emCfree.

A Figura 5.1 mostra uma representação visual para a construção da função densidade de

probabilidade condicional dada pela Eq. (5.7). A Figura 5.1(a) mostra um ponto no centro

do mapa com a respectiva elipse3σ da distribuição de base e a região de visibilidade a partir

do ponto central. Para este exemplo, assume-se que todos os pontos da região de visibilidade

podem ser conectados ao ponto centralq de referência por meio de segmentos de retas, ou

seja,V(q) = {qv ∈ Cfree | tq + (1 − t)qv ∈ Cfree, t ∈ [0, 1]}. Já a Figura 5.1(b) mostra

o resultado da intersecção da função densidade de probabilidade da distribuição de base e a

função de pertinência, que por sua vez é relacionada com a região de visibilidade.

Pelas Equações B.18 e B.22 do Apêndice B nota-se que

p(qk) =

∫

Cfree

p(qk|qk−1)p(qk−1)dqk−1. (5.8)

Substituindo 5.7 em 5.8, tem-se que

p(qk) =

∫

Cfree

λ(qk,qk−1)I(qk,qk−1)
∫

Cfree
λ(qk,qk−1)I(qk,qk−1)dqk

p(qk−1)dqk−1 (5.9)
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(a) Elipse 3σ da distribuição gaussiana, re-

gião de visibilidade do robô (tons claros) e

obstáculos (tons escuros).

(b) Distribuiçãop(qk|qk−1) resultante.

Figura 5.1: Caracterização da distribuição condicionalp(qk|qk−1) do ARW gaussiano.

Fazendo

f(qk,qk−1) =

∫

Cfree

λ(qk,qk−1)I(qk,qk−1)dqk, (5.10)

então, tem-se que a distribuição que caracteriza o ARW é dadapor

p(qk) =

∫

Cfree

λ(qk,qk−1)I(qk,qk−1)

f(qk,qk−1)
p(qk−1)dqk−1. (5.11)

Os incrementos do passeio aleatório são dados poruk = qk − qk−1, em queqk é gerada

seguindo a distribuição dada pela Eq. (5.11). Assim, o passeio aleatório pode ser reescrito

como uma soma de variáveis aleatórias, ou seja,

qk = q0 +
k
∑

n=1

un. (5.12)

A principal vantagem de reescrever o problema como a Eq. (5.12) é que há uma bibliografia

consolidada sobre passeios aleatórios escritos nesta forma, como por exemplo o livro clás-

sico de Spitzer [57]. Contudo, conforme pode ser visto na Seção 5.2, a classe de passeios

aleatórios abordada nesta dissertação é uma generalizaçãoda formalização de Spitzer.

A Figura 5.2 mostra um exemplo de histograma da distribuiçãop(qk). Para esta simula-

ção, a região de visibilidade foi definida comoV(q) = qv ∈ Cfree. Isto significa que toda

amostra emCfree é visível a partir do ponto de referência. A Figura 5.2(a) mostra um obstá-

culo mapeado no espaço de configurações.Cobs é representado em vermelho, enquanto que

Cfree é representado em azul. A Figura 5.2(c) mostra o histograma da distribuição de base

gerado para a configuração de referênciaq = [0, 0]T . O histograma da distribuição resultante

é dado pela Figura 5.2(e). Notam-se alguns aspectos importantes. O primeiro é que curva

do histograma da distribuição final está mais elevada que o dadistribuição de base nas partes

referentes aCfree. Isto acontece porque as amostras que foram geradas emCobs peladis-

tribuição de baseforam todas rejeitadas e reamostradas emCfree, aumentando a frequência

nesta região correspondente dadistribuição final. Assim, como esperado, nenhuma amostra
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(a) Exemplo deC ∈ R2, sendoCfree e Cobs repre-

sentados em azul e em vermelho, respectivamente.

(b) Plano do espaço de configurações visto de cima.

(c) Distribuição de amostras gaussianas com média

nula.

(d) Distribuição gaussiana bivariada vista de cima.

(e) Representação tridimensional da distribuição re-

sultante.

(f) Distribuição resultante vista de cima.

Figura 5.2: Exemplo de histograma da distribuiçãop(qk).

na distribuição finalfoi gerada emCobs, pois esta não está na zona de visibilidade da con-

figuração de referência. Outro aspecto importante pode ser melhor visto nas Figuras 5.2(d)

e 5.2(f), em que se nota um deslocamento do valor médio da distribuição final para a di-

reita. Isto acontece, especificamente para este exemplo, porque a região que está fora da

visibilidade deq está concentrada mais à esquerda na Figura 5.2(f). Assim, o processo de

reamostragem da distribuição de base valoriza a zona de visibilidade, deslocando a amos-

tragem para a direita do espaço de configurações, e conseqüentemente deslocando o valor

médio da distribuição final.
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5.2 CONDIÇÕES PARA CONVERGÊNCIA DO ALGORITMO ARW EM UM ES-

PAÇO DISCRETIZADO

As dúvidas que surgem naturalmente ao utilizar um algoritmoestocástico de planeja-

mento de rotas é se ele converge para a solução e quais são as condições para a convergência.

No que se refere à convergência, já foi mostrado que o passeioaleatório adaptativo gaussiano

converge para a solução, caso ela exista [9].

Nesta seção, será apresentada uma condição suficiente para convergência de passeios

aleatórios adaptivos em um espaço euclidiano discretizado, porém cujas distribuições de

base não precisam ser necessariamente gaussianas.

Assim, assume-se queC→ Zd, em qued é o número de dimensões deC. Define-seCfree
como o conjunto de pontos do espaço de configurações mapeadosemZd que estejam livres

de obstáculos.

Definição 5.2.1.SejaP (x,y) a probabilidade de sair de um pontox3 arbitrário e chegar a

um pontoy qualquer, então

P (x,y) ≥ 0, ∀ y ∈ Cfree, (5.13)

P (x,y) = 0, y /∈ Vx, (5.14)
∑

y∈Cfree

P (x,y) =
∑

y∈Vx

P (x,y) = 1, (5.15)

comVx dado pela Eq.(5.5). �

P (x,y) representa uma função de transição que indica a probabilidade de sair dex eestarem

y após um incremento. É importante notar algumas propriedades desta função de transição.

Saindo de um ponto qualquer, só é possível ir para outro pontoque esteja em sua região

de visibilidade, caso apenas um incremento seja dado. Além disso, a Eq. (5.15) indica que

a probabilidade de sair de um pontox ∈ Cfree e estar em um pontoy qualquer, em sua

região de visibilidade, é 1. Isto torna-se claro ao imaginaruma partícula em um espaço

com restrições e que se move aleatoriamente emCfree. Independente da distribuição que

caracteriza seu movimento, ela não só estará, após apenas umincremento, em algum lugar

qualquer deCfree, como também estará, com probabilidade 1, na região de visibilidade da

sua posição anterior.

Uma formulação semelhante para a função de transiçãoP (x,y) é feita no livro clássico

de Spitzer [57] sobre passeios aleatórios. Porém, em [57] existe uma restrição de homegenei-

dade espacial estabelecendoP (x,y) = P (0,y− x). Esta condição não pode ser imposta ao

algoritmo de planejamento de rotas que utiliza passeios aleatórios, uma vez que as restrições

3Assume-se quex ey são duas configuraçõesqi eqj quaisquer. Isto ajuda a simplificar a notação ao longo

da Seção.
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do espaço de configurações fazem com que a função densidade deprobabilidade a partir de

um pontox seja determinada pela sua visibilidade, como já mostrado naSeção 5.1.

Neste sentido, a formulação para a função de transição destetrabalho, dada pelas Equa-

ções (5.13), (5.14) e (5.14), é uma generalização daquela encontrada em [57].

O bom senso indica que se não é possível, em apenas um incremento, sair de um ponto

x e chegar em um pontoy fora de sua região de visibilidadeV(x), então mais incrementos

são necessários. Obviamente, uma partícula contida emJ ∈ Cfree nunca poderá chegar em

uma regiãoK ∈ Cfree que não seja alcançável a partir da região de origem, ou seja,se não

houver qualquer seqüência, de qualquer tamanho, que permita sair deJ e chegar aK, então

a função de transição deve ser zero. A função de transição querepresenta a probabilidade de

sair dex eestaremy apósn passos é dada porPn(x,y).

Definição 5.2.2.Sendox,y ∈ Cfree

P0(x,y) = δ(x,y) =







1, x = y

0, caso contrário
(5.16)

P1(x,y) = P (x,y)

Pn(x,y) =
∑

x1∈Cfree

∑

x2∈Cfree

. . .
∑

xn−1∈Cfree

P (x,x1) · P (x1,x2) . . . P (xn−1,y), n ≥ 2.

�

Em cada somatório são avaliadas todas as amostras deCfree, o que indica que esta função

de transição avalia a probabilidade associada a todos os caminhos possíveis para sair dex e

estar emy emn passos.

Uma partícula que se desloca emCfree, independente do número de incrementos dados,

sempre estará emCfree. A Proposição 5.2.1 mostra, de maneira mais formal, este fato.

Proposição 5.2.1.Parax ∈ Cfree

∑

y∈Cfree

Pn(x,y) = 1.

PROVA Da Definição 5.2.2, tem-se que

∑

y∈Cfree

Pn(x,y) =
∑

y∈Cfree

∑

x1∈Cfree

. . .
∑

xn−1∈Cfree

P (x,x1) . . . P (xn−1,y)

Pela Eq. (5.15), tem-se que

=
∑

x1∈Cfree

. . .
∑

xn−1∈Cfree

P (x,x1) . . . P (xn−2,xn−1)
����������:1∑

y∈Cfree

P (xn−1,y)
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e então

=
∑

x1∈Cfree

. . .
∑

xn−2∈Cfree

P (x,x1) . . . P (xn−3,xn−2)

�������������:1
∑

xn−1∈Cfree

P (xn−2,xn−1)

...

= 1 �

A Proposição 5.2.1 indica que a probabilidade de sair de um ponto no espaço de configu-

rações livre e, emn passos, estar em um pontoqualquerde Cfree, é igual a 1. Ou seja,

todo passeio aleatório que começa emCfree sem destino pré-determinado, apósn passos

claramente vai se encontrar emCfree.

Como visto na Definição 5.2.2,Pn(x,y) indica a probabilidade de sair dex e estar em

y emn passos. Porém, em planejamento de rotas usando passeios aleatórios, a solução é

caracterizada pela primeira vez que o passeio atinge o pontodesejado. Assim, é necessário

definir uma função que represente este evento.

Definição 5.2.3.

F0(x,y) = 0

F1(x,y) = P (x,y)

Fn(x,y) =
∑

x1∈Cfree\{y}

. . .
∑

xn−1∈Cfree\{y}

P (x,x1) . . . P (xn−1,y)

�

Fn(x,y) representa a probabilidade de sair dex e chegaremy emn passos. A diferença

crucial entre as funçõesPn(x,y) e Fn(x,y) é que a primeira representa uma função de

transição emn passos, enquanto que a segunda, conforme poderá ser visto naProposição

5.2.3, representa a função de probabilidade acumulada do ARW em um espaço discretizado.

A proposição a seguir apresenta uma outra formulação deFn(x,y) que será útil na prova

da Proposição 5.2.3 e ainda na prova do Teorema 5.2.1, que estabelece a condição suficiente

para convergência do passeio aleatório adaptativo.

Proposição 5.2.2.SejaΩn o conjunto formado pelas seqüênciasω tal que

ω = {x,x1,x2, . . . ,xn−1,xn}, xi ∈ Cfree, i = 1, . . . , n. (5.17)

e que, para cadaω emΩn, é associada a medida de probabilidade

Pr(ω) = P (x,x1)P (x1,x2) . . . P (xn−1,xn). (5.18)

O conjuntoΩn contém todas as seqüências possíveis, a partir dex, utilizandon passos.
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Define-se ainda os conjuntosAk tais que

Ak = [ω|ω ∈ Ωn;x1 6= y,x2 6= y, . . . ,xk−1 6= y,xk = y], 1 ≤ k ≤ n. (5.19)

Portanto, os conjuntosAk são subconjuntos deΩn que contém todas as seqüências nas quais

uma partícula que sai dex, chega na posição especificaday em exatamentek passos. Então,

Fk(x,y) =
∑

ω∈Ak

Pr(ω), 1 ≤ k ≤ n. (5.20)

PROVA Comoω ∈ Ak, entãoω = {x,x1 6= y,x2 6= y, . . . ,xk = y,xk+1, . . . ,xn}, 1 ≤
k ≤ n. Logo,

Pr(ω) = P (x,x1) . . . P (xk−1,y)P (y,xk+1) . . . P (xn−1,xn).

SendoC∗
free = Cfree \{y} e usando a notação abreviada

∑

xi,
i=1,...,n

=
∑

x1

. . .
∑

xn

, tem-se que

∑

ω∈Ak

Pr(ω) =
∑

xi∈C∗
free

,

i=1,...,k−1

∑

xj∈Cfree,

j=k+1,...,n

P (x,x1) . . . P (xk−1,y)P (y,xk+1) . . . P (xn−1,xn)

=
∑

xi∈C∗
free

,

i=1,...,k−1

P (x,x1) . . . P (xk−1,y)
∑

xj∈Cfree,
j=k+1,...,n

P (y,xk+1) . . . P (xn−1,xn)

=
∑

xi∈C∗
free

,

i=1,...,k−1

P (x,x1) . . . P (xk−1,y)

�����������:1∑

xn∈Cfree

Pn−k(y,xn)

= Fk(x,y) (5.21)
�

�

A Proposição 5.2.2 associa uma medida de probabilidade paraa funçãoFn(x,y) que será

útil na Proposição seguinte, que a caracteriza como uma função de probabilidade acumulada.

Proposição 5.2.3.

n
∑

k=1

Fk(x,y) ≤ 1. (5.22)

PROVA Sejaω, Pr(ω) e Ak dados pelas Equações (5.17), (5.18) e (5.19), respectiva-

mente. Além disso, considera-se o fato de que seCfree é contável, então o conjuntoΩn

também é contável [57].
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Então,

∑

[ω|ω∈Ωn,xn=y]

Pr(ω) = Pn(x,y) (5.23)

e

∑

ω∈Ωn

Pr(ω) =
∑

y∈Cfree

Pn(x,y) = 1. (5.24)

SendoAk conjuntos disjuntos deΩn e(A1∪A2∪ . . .∪An) ⊂ Ωn, pois paraAn tem-se

quexn = y, então,

n
∑

k=1

∑

ω∈Ak

Pr(ω) ≤
∑

ω∈Ωn

Pr(ω) = 1. (5.25)

Substituindo a Eq. (5.20) em (5.25),

n
∑

k=1

Fk(x,y) ≤ 1. (5.26)
�

A Eq. (5.22) pode ser interpretada como a probabilidade de sair de x e chegar emy emk

passos ou menos, o que resulta no seguinte teorema:

Teorema 5.2.1.SejaCfree conexo, ou seja, para todo par{a,b} ∈ Cfree existe uma seqüên-

cia de tamanho arbitrário{x0 = a,x1,x2, . . . ,xn = b}, xi ∈ Cfree, n ∈ Z+, tal que

xi ∈ Vxi−1, i = 1 . . . , n. Então, é dito que um passeio aleatório converge se

lim
n→∞

n
∑

k=1

Fk(x,y) = 1, (5.27)

para∀x,y ∈ Cfree

PROVA SejaΩn o conjunto formado por todosω = {x0 = x,x1, . . . ,xn}. Paran →
∞, Ωn → Ω, em queΩ é o conjunto de todas as seqüências possíveis emCfree. Pr{ω} =

P (x0,x1)P (x1,x2) . . . e

Bk = [ω|ω ∈ Ωn;x1 6= y,x2 6= y, . . . ,xk−1 6= y,xk = y, xi ∈ Vxi−1
], 1 ≤ k ≤ n.

(5.28)

Nota-se queBk ⊂ Ak eAk,∅ = Ak − Bk, ou seja,Ak,∅ representa todas as sequências de

Ak que contém pelo menos um par{xi,xi+1} tal quexi+1 /∈ Vxi
. O que implica

Pr(Ak,∅) =
∑

ω∈Ak,∅

Pr(ω) = 0. (5.29)
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Partindo da Eq. (5.27), tem-se que

lim
n→∞

n
∑

k=1

Fk(x,y) = 1

∞
∑

k=1

∑

ω∈Ak

Pr(ω) = 1

∞
∑

k=1

∑

ω∈(Bk∪Ak,∅)

Pr(ω) = 1.

ComoBk ∩ Ak,∅ = ∅, então

∞
∑

k=1





∑

ω∈Bk

Pr(ω) +

�
�

�
�

�
�

�*
0

∑

ω∈Ak,∅

Pr(ω)



 = 1.

∞
∑

k=1

∑

ω∈Bk

Pr(ω) = 1. (5.30)

Uma vez que
⋃∞
k=1Bk forma a partição do conjunto das possíveis soluções e

Pr

(

∞
⋃

k=1

Bk

)

=

∞
∑

k=1

∑

ω∈Bk

Pr(ω), (5.31)

então

Pr

(

∞
⋃

k=1

Bk

)

= 1, (5.32)

o que resulta na convergência do passeio aleatório. �

5.3 DISTRIBUIÇÃO UNIFORME VERSUS DISTRIBUIÇÃO GAUSSIANA E M R2

Em [9] a distribuição de base utilizada no ARW foi a distribuição gaussiana. Contudo,

conforme visto na Seção 5.1, a princípio não há uma indicaçãoclara de qual distribuição deve

ser utilizada. Sendo assim, um motivo de escolha da gaussiana seria dado talvez pela facili-

dade de gerar com baixo custo computacional amostras desta distribuição. Mas se o motivo

fosse realmente este - facilidade de geração de amostras combaixo custo computacional -

então uma outra distribuição a ser considerada seria a distribuição uniforme.

Para uma comparação justa entre as duas distribuições, os mesmos parâmetros devem ser

utilizados, ou seja, média nula e matriz de covariâncias dada porΣx. Assim, é necessário ge-

rar uma distribuição uniforme multivariada, tal quev ∼ U(0,Σx). Para tanto, inicialmente

gera-se um vetoru de elementos independentesux euy, tal que

u = (0, I2), (5.33)
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ou seja,

ux, uy ∼ U(−α, α),

Pu = I2,
em queα deve ser determinado de forma a garantir queσ2

u = 1.

A distribuição deu é dada por

pu(u) =







1
2α

, − α ≤ u < α,

0, caso contrário.
, E{u} = 0,

e as variâncias deux euy por

σ2
u =

∫ ∞

−∞

(u−E{u})2pu(u)du

=

∫ α

−α

u2 · 1

2α
du

=
1

2α

(

u3

3

)

|α−α

=
α3

3

Seσ2
u = 1 =⇒ α =

√
3 e, então, o vetoru é gerado de acordo com a Eq. (5.33). Em seguida

é feita a decomposição de Cholesky para achar uma matrizA tal queATA = Σx. Então

tem-se que

v = ATu. (5.34)

Contudo, resta saber sev segue uma distribuição uniforme. Uma vez que a decomposição

de Cholesky é dada por

Σx = ATA
(

σ2
x σxy

σxy σ2
y

)

=

(

a11 0

a21 a22

)(

a11 a21

0 a22

)

=

(

a2
11 a11a21

a21a11 a2
21 + a2

22

)

=⇒ AT =

(

σx 0
σxy

σx

√

σ2
xσ

2
y−σ

2
xy

σ2
x

)

(5.35)

Substituindo 5.35 em 5.34 tem-se que

v =

(

σxux
σxyux+

√
σ2

xσ
2
y−σ

2
xyuy

σx

)

(5.36)
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Figura 5.3: Variável aleatóriau e sua influência na variável aleatóriav.

Pela Eq. (5.36) é possível notar quevx segue a distribuição uniforme mas nãovy, pois o

resultado da soma de duas variáveis aleatórias uniformes não é uma variável aleatória uni-

forme. A Figura 5.3 mostra o resultado da operação dada pela Eq. (5.34). Nota-se claramente

quevy não segue uma distribuição uniforme.

A Figura 5.4 mostra uma comparação entre as distribuições uniforme e gaussiana cujas

amostras foram geradas utilizando a mesma matriz de covariâncias. A elipse3σ também foi

desenhada nas duas figuras. Observa-se que a distribuição gaussiana, apesar de concentrar

as amostras geradas no centro da distribuição, ainda assim consegue gerar algumas amostras

mais longe de seu centro do que a distribuição uniforme. Alémdisso, a distribuição uniforme

é um paralelogramo, e não um retângulo rotacionado. Esta distorção, em conjunto com o me-

nor alcance das amostras geradas, pode implicar em uma amostragem menos eficiente por

parte da distribuição uniforme. No entanto, a adaptação da matriz de covariâncias, em fun-

ção da região onde o passeio se encontra, não é exata. Pelo contrário, é uma aproximação

dada pela história do processo, de forma que uma afirmação conclusiva sobre qual distribui-

ção é mais eficiente só é possível por meio de ensaios experimentais. Estes resultados são

apresentados no Capítulo 6.

A distorção da distribuição “uniforme”, além ser explicadapela Eq. (5.36), também pode

ser explicada pelo fato do vetoru ser multiplicado por uma matriz que não pertence ao grupo

SO(2), sendo assim a multiplicaçãoATu não representa uma rotação.
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Figura 5.4: Distribuições uniforme (esquerda) e gaussiana(direita) bivariadas com os mes-

mos parâmetros de entrada.

5.4 SELEÇÃO DE CANDIDATOS

Como visto na Seção 5.1, a distribuição do ARW é dada basicamente por uma distribui-

ção de base, no caso a distribuição gaussiana, multiplicadapor uma função de pertinência.

Esta função de pertinência implica na rejeição de amostras que não estejam na zona da úl-

tima configuração gerada pelo passeio. Assim, a adaptabilidade da matriz de covariâncias,

além de minimizar o número de amostras geradas emCobs, favorece a amostragem na re-

gião de visibilidade do passeio. Por outro lado, esta adaptação pode dificultar a amostragem

em algumas passagens estreitas adjacentes a regiões de grande visibilidade. A Figura 5.5(a)

ilustra este fato. A elipse3σ da distribuição gaussiana concentra a geração de amostras na

grande região de visibilidade no meio do mapa, mas não na pequena passagem estreita que

conecta esta região àquela onde encontra-seqgoal. Assim, visando aumentar o desempenho

do ARW, nesta dissertação é proposta uma estratégia de polarização da amostragem rumo

a regiões deCfree que são menos exploradas. A idéia é que a distribuição de basefique

mais parecida com a da Figura 5.5(b), ou seja, que áreas inexploradas sejam favorecidas pela

distribuição final. Uma maneira de se fazer isto é por meio da geração de várias amostras

candidatas e seleção daquela que for gerada na região considerada menos explorada. Para

tanto, é necessário definir uma métrica de explorabilidade.

Pode-se definir uma métrica de explorabilidade por meio da imposição de uma grade no

espaço de configurações. SejaC um espaço de configurações ded dimensões de tal forma

que uma gradeM d-dimensional fique alinhada com os eixos deC. Então, as coordenadas

de uma célula da grade é dada porx = (x1, . . . , xd) e o número de amostras na célula é dado

porf(x) = f(x1, . . . , xd). Assim, uma célulax1 é considerada mais explorada que a célula

x2 sef(x1) > f(x2).
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(a) Elipse3σ da distribuição gaussiana de base (b) Distribuição de base polarizada

Figura 5.5: Efeito da polarização das amostras rumo a regiões pouco exploradas.

A idéia da seleção de candidatos utilizando grades, no contexto do algoritmo ARW gaus-

siano, consiste em uma pequena extensão do algoritmo. Ao invés de gerar apenas uma

amostra emCfree e verificar se ela está na região de visibilidade da última configuração do

passeio, são geradas várias amostras emCfree e aquela que estiver na célula menos explorada

(e concomitantemente na região de visibilidade do passeio), é aceita.

A Figura 5.6 mostra a utilização de uma grade emC ∈ R2 para avaliar o quanto uma

região foi explorada visando a polarização da distribuiçãode base (e conseqüentemente a

distribuição final). A Figura 5.6(a) mostra a grade no espaçode configurações, enquanto

a Figura 5.6(b) mostra o passeio aleatório com sua respectiva elipse3σ. A Figura 5.6(c)

mostra o número de amostras dentro de cada célula por onde o passeio já passou, assim

como o número de amostras das células que estão sob a elipse3σ. A probabilidade de gerar

uma amostra na região hachurada aumenta na medida em que várias amostras candidatas

são geradas. Uma vez que a candidata escolhida é aquela que estiver em uma região menos

explorada, então a distribuição é polarizada rumo à região hachurada, resultando na distri-

buição da Figura 5.6(d).

5.4.1 Relação entre o volume da célula e a dimensionalidade deC

Seja a gradeM ∈ Zd, em qued é a dimensão do espaço de configurações. Assim, a grade

pode ser decomposta pelo produto cartesianoM = M1 × . . .×Md, Mi ∈ Z, i = 1, . . . , d.

Sendo a cardinalidade| S |c de um conjunto discretoS o seu número de elementos, faz-se

|Mi |c= s e s ≥ 2, em ques é o número de células emMi. Assim, o volume de uma célula

m ∈M é dado por

µ(m) =
µ(C)

sd
. (5.37)

Isto significa que o volume de uma célula diminui exponencialmente com o aumento da di-

mensãod do espaço de configurações. Dessa forma, espera-se que esta métrica não funcione

muito bem para dimensões muito altas. A Figura 5.7 mostra a relação entre a dimensão do
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(a) Grade no espaço de configurações. (b) Passeio aleatório e a elipse3σ da distribuição

gaussiana.

(c) Valor def(x) para cada célula e a região me-

nos explorada hachurada.

(d) Distribuição de base polarizada.

Figura 5.6: Utilização de grades como métrica de explorabilidade para polarização da distri-

buição de base do ARW.

espaço de configurações e do volume de cada célula. Nota-se que, independenteda cardi-

nalidade da grade, o volume de cada célula diminui exponencialmente com o aumento da

dimensão do espaço de configurações.

Exemplo 5.4.1. Ainda analisando a grade da Figura 5.6(a), nota-se ques = 5 e d = 2.

Fazendo com que o volume do espaço de configurações seja unitário, tem-se queµ(m) =
1/25. �

O fato do volume de uma célula diminuir exponencialmente como aumento da dimensão

deC mostra que, para dimensões muito altas,todosos planejadores tendem a sub-amostrar

o espaço de configurações.

5.5 PASSEIOS ALEATÓRIOS ADAPTATIVOS INCREMENTAIS

Uma grande vantagem dos algoritmos de múltiplo questionamento como o PRM, por

exemplo, é que uma vez que eles amostraram suficientementeCfree, as requisições de rotas

são solucionadas muito rapidamente. Isto acontece basicamente porque, independentemente
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Figura 5.7: Relação entre o volume da célula e a dimensão deC.

da dimensão do espaço de configurações, o grafo é uma representação discreta e que não

depende da dimensão ou topologia deC. Sendo assim, um grafo pode ser considerado como

uma “compactação” do espaço de busca.

Por exemplo, em um mapa de rotas dois vértices que estão conectados por uma borda in-

dicam que a configuração cujas coordenadas estão armazenadas no primeiro vértice pode ser

ligada à configuração cujas informações estão no outro vértice, não importando se o espaço

de configurações representa um robô móvel que translaciona no plano ou uma proteína com

10000 graus de liberdade.

Dessa forma, um algoritmo que faz as buscas no espaço de configurações como um al-

goritmo de questionamento único, mas que também usa um mapa de rotas para compactar e

armazenar soluções que sejam relevantes e que possam ser usadas posteriormente, pode ter

um bom desempenho computacional quando comparado tanto comalgoritmos de questiona-

mento único ou múltiplo questionamento.

O ARW possui a característica de boa explorabilidade, porémas rotas geradas não são

armazenadas para uso posterior. No caso de múltiplas requisições de rotas, mesmo que

idênticas, o algoritmo tem que gerar toda a rota novamente, implicando em desperdício de

recursos computacionais. Nesse sentido, propõe-se uma forma incremental para o ARW,

mostrada no Algoritmo 15. Este algoritmo, chamado iARW (do inglês,Incremental Adap-

tive Random Walks), utiliza o ARW gaussiano com seleção de amostras para exploração do

espaço de configurações.

A idéia central desse algoritmo é aproveitar ao máximo as rotas que foram geradas em

questionamentos anteriores. Sendo assim, inicialmente o algoritmo se comporta como o

ARW e, na medida em que o espaço de configurações vai sendo muito explorado, o algo-

ritmo passa a se comportar como o algoritmo PRM na fase de questionamento. Dessa forma,

apenas as porções relevantes deCfree são armazenadas no mapa de rotas, diminuindo em
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muito o número de amostras a serem armazenadas. De fato, na Linha 2 os dois passeios

aleatórios tentam se conectar um ao outro, de tal forma que a última configuração de cada

passeio tenta se conectar à configuração de destino ou então entre si. Caso haja a fusão,

então uma solução foi encontrada e ela é armazenada no mapa derotas. É conveniente pro-

cessar a rota com o algoritmo Dividir para Conquistar da Seção 4.2.1 antes de armazená-la

para reduzir o número de nós no mapa de rotas. Alternativamente, os nós poderiam ser ar-

mazenados sem que houvesse este processamento, aumentandoa probabilidade de fusão em

questionamentos subseqüentes. O único cuidado a ser tomadoé com o número de nós no

mapa de rotas. Se este número for muito grande, o desempenho final do algoritmo pode

ser prejudicado em questionamentos posteriores. Além disso, devido ao fato do algoritmo

ARW gerar rotas redundantes, com muitos ciclos e ziguezagues, algumas configurações po-

dem não contribuir para o aumento da visibilidade do mapa de rotas por já existirem outras

configurações na mesma região, caso não haja suavização das rotas armazenadas. Na Linha

5 é verificado para cada passeio quais são as configurações no mapa de rotas que estão na

região de visibilidade de sua última configuração. Dessa forma, a última amostra de cada

passeio é ligada a todos osnovos componentesque estejam em sua região de visibilidade.

Em seguida é verificado se existe algum componente em comum noqual os dois passeios

aleatórios conseguiram se conectar. Caso exista, uma buscaé feita no mapa de rotas visando

achar uma rota que ligueq′
start a q′

goal, em queq′
start e q′

goal são as configurações do grafo

que foram ligadas aos passeios inicial e final, respectivamente. Sendo assim, uma solução

foi encontrada e é dada pela concatenação dos nós que ligamqstart a q′
start, q′

start a q′
goal e

q′
goal aqgoal.

Caso a solução ainda não tenha sido descoberta, a evolução decada processo é feita por

meio da geração de novas amostras gaussianas com seleção de candidatos.

O Algoritmo 16 mostra em detalhes a busca por novos componentes. Na Linha 4, uma

vez que existe um novo componente na zona de visibilidade de um dado passeio, o trecho do

passeio aleatório que ainda não foi armazenado é suavizado pelo método Dividir e Conquistar

e então armazenado no mapa de rotas. A configuração de entradado mapa de rotas, isto é, a

última configuração do passeio aleatório que foi gerada até omomento, é armazenada. Isto

porque, caso este passeio aleatório seja conectado a outro componente do mapa de rotas,

somente a porção da rota referente aqentrance até a última amostra do passeio é suavizada e

armazenada.

Pelos Algoritmos 15 e 16 é possível notar que o objetivo é fazer com que, além de

buscar a solução da requisição de rota em questão, cada passeio se ligue ao maior número de

componentes do mapa de rotas. Com isso, o mapa de rotas é expandido rapidamente e rotas

que foram requisitadas anteriormente podem ser utilizadasde maneira eficiente.

A Figura 5.8 mostra um exemplo com a representação da evolução de dois passeios ale-

atórios e a suas conexões nos mapas de rotas, visando tanto a expansão do mesmo quanto o
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Entrada: Configurações inicial e final e o mapa de rotas.

Saída : Lista com as configurações que compõem a rota resultante.

for at most k configurationsdo1

if merge_ARW(ARW_start,ARW_end) then2

store( path) and return path3

find_new_component( ARW_start,roadmap,components_start) ;4

find_new_component( ARW_end,roadmap,components_end) ;5

if exist_common( components_start,components_end) then6

return path7

else8

generate_new_configuration( ARW_start) ;9

generate_new_configuration( ARW_end) ;10

Algoritmo 15: iARW

seu aproveitamento para a solução final do planejamento da rota requisitada. A Figura 5.8(a)

mostra um mapa de rotas já com dois componentes armazenados.Estes foram criados em

questionamentos prévios utilizando o algoritmo ARW gaussiano com seleção. Já a Figura

5.8(b) mostra a evolução de dois passeios que exploram o ambiente visando a resolução de

uma nova requisição de rota. Nota-se que eles não necessariamente possuem a mesma quan-

tidade de nós, uma vez que possuem execuções independentes.A visibilidade dos passeios

é mostrada na Figura 5.8(c). É importante notar que a visibilidade de um passeio é definida

somente para a sua última configuração, pois o custo de fazer atentativa de fusão com todas

as configurações do passeio pode se tornar impraticável casoo número de nós intermediá-

rios seja muito grande [35]. Na Figura 5.8(d) os passeios se conectam aos componentes que

estão nas suas respectivas regiões de visibilidade. A conexão com cada componente é feita

através de uma única configuração (a primeira encontrada ou,alternativamente, a mais pró-

xima), que esteja na região de visibilidade do passeio. Alémdisso, uma suavização prévia

com o algoritmo Dividir para Conquistar é feita antes de cadarota ser armazenada no mapa

de rotas. Como os passeios não estão conectados em um componente comum, então novas

amostras são geradas visando a continuidade da exploração do ambiente. Esta evolução pode

ser vista na Figura 5.8(e). Observa-se que o passeio que se originou à esquerda do mapa se

conecta em um componente no qual o outro passeio já estava conectado. Logo, uma solução

foi encontrada e apenas os trechos relevantes da rota são armazenados. Por último, a Figura

5.8(f) mostra, em hachurado, a rota resultante.
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Entrada: Configuraçãoq, mapa de rotas e lista dos componentes conectados aq.

Saída : 1 se tiver se conectado ao mapa de rotas. 0 caso contrário.

find← 0;1

forall nodesqi on roadmapdo2

if not same componentand straight_line_local_planner( q,qi) then3

if not find then4

entrance_node← store_partial_path() ;5

find← 1;6

update_list( components_list) ;7

add_edge( entrance_node,qi) ;8

return find9

Algoritmo 16: Busca um novo componente no mapa de rotas.

(a) Mapa de rotas previamente

armazenado.

(b) Dois passeios aleatórios são

iniciados à esquerda e à direita.

(c) Visibilidade do último nó de

cada passeio.

(d) Os passeios são conectados

aos componentes do mapa de

rotas que estavam dentro dos

respectivos campos de visão. Os

nós intermediários desnecessá-

rios foram removidos.

(e) A busca ocorre até que um

passeio se conecte ao outro ou

que os dois se conectem ao

mesmo componente do mapa de

rotas.

(f) A rota resultante é dada pelo

trecho hachurado. Nota-se que

os trechos relevantes de cada

passeio foram adicionados ao

mapa de rotas.

Figura 5.8: Evolução do iARW.
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6 AVALIAÇÃO DOS PLANEJADORES DE ROTAS

However beautiful the strategy,

you should occasionally look at the results.

Winston Churchill

Neste capítulo é feita uma avaliação quantitativa dos planejadores apresentados nos Ca-

pítulos 3 e 5 e dos métodos de suavização apresentados no Capítulo 4. Para todos os ensaios

W ∈ R2 e C ∈ R2. Os testes são divididos entre os algoritmos de questionamento único

e os algoritmos de múltiplo questionamento. Para cada algoritmo de questionamento único

é avaliado seu desempenho em função dos seus parâmetros. Primeiramente, dada a gera-

ção de um número fixo de amostras, são avaliadas a explorabilidade e o tempo de execução

correspondente. O objetivo deste primeiro teste é avaliar qual planejador consegue melhor

explorar o espaço de configurações em função do número de amostras geradas. É importante

verificar o tempo de execução, pois um planejador pode realizar uma maior exploração de

Cfree do que os outros, mas em um tempo de execução bem maior. Assim,neste primeiro

teste é dado apenas o ponto de origem para o planejador, sendoque as amostras são geradas

para explorar o ambiente, sem um destino pré-determinado.

No segundo teste são avaliados o tempo médio para, dados doispontos no espaço de

configurações, achar uma rota conectando-os. A diferença crucial deste teste com o primeiro

é que, mesmo que um planejador seja um explorador menos eficiente, se ele tiver uma grande

eficiência computacional em termos de baixo tempo de execução, então ele pode encontrar a

solução mais rapidamente. Contudo, o número de amostras geradas para alcançar a solução

pode ser muito maior. Além disso, neste segundo teste é realmente feita a avaliação do

planejador, não a sua capacidade exploratória.

Como visto na Seção 5.4, a explorabilidade é mensurada por meio de uma grade imposta

no espaço de configurações. Assim, nas simulações desta seção, cada célula possui um

volume que corresponde a1% do volume total do espaço de configurações, ou seja,µ(mi) =

0, 01µ(C).

Desta forma, a explorabilidade global do espaço de configurações, chamadaǫ, é dada por

ǫ =
99
∑

i=0

I(i), I(i) =







1
100

, ni > 0,

0 , caso contrário
(6.1)

em queni é o número de amostras na célulai. É importante notar que a explorabilidade

dada pela Eq. (6.1) refere-se à exploração global deC, nãoCfree. Assim, mesmo queCfree
seja completamente explorado,ǫ pode nunca corresponder a100% 1. Esta primeira etapa

1Mesmo queCfree < C, ou seja,C\Cfree 6= ∅, pode acontecer deǫ ser igual a 1, pois as grades constituem

uma aproximação bastante imprecisa do espaço de configurações.
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é utilizada para ajustar os parâmetros de cada algoritmo. Osespaços de trabalho utilizados

nesta primeira etapa são mostrados na Figura A.1 e descritosno Apêndice A.

Depois do ajuste dos parâmetros dos algoritmos de questionamento único eles são com-

parados entre si. Os critérios utilizados para a comparaçãosão o tempo de execução e a

distância final percorrida. Para efeitos de comparação, o planejador por frente de onda apre-

sentado na Seção 3.1 é utilizado, uma vez que ele é determinístico, ótimo em relação à

distância da rota gerada (de acordo com a distância de Manhatan) e seu desempenho inde-

pende do número de obstáculos no espaço de trabalho, dependendo somente da distância dos

pontos inicial e final.

No planejador por frente de onda, dado um nó qualquer, seus vizinhos estão a uma distân-

cia igual à largura da célula e o número de vizinhos deste nó é igual a2d, sendod o número

de dimensões do espaço de configurações. Sendo assim, como osoutros planejadores avali-

ados utilizam a distância euclidiana em suas etapas de suavização, pode ocorrer da distância

final desses algoritmos ser menor que a distância da rota gerada pelo algoritmo por frente

de onda. Desta forma, as etapas de suavização também são aplicadas neste algoritmo. Um

outro motivo para a necessidade de suavização das rotas geradas pelo planejador por frente

de onda é que elas são geradas muito próximas aos obstáculos,sendo essencial a etapa de

afastamento dos nós em relação aos obstáculos.

Os testes foram realizados em um computador com arquiteturaPentium 4,clock de

3,06GHz, com 1GB de memória RAM.

6.1 EXPLORABILIDADE DOS ALGORITMOS DE QUESTIONAMENTO ÚNIC O

6.1.1 Algoritmo ARW e suas extensões

6.1.1.1 Influência do parâmetro H

O primeiro parâmetro a ser avaliado no algoritmo ARW é a história H do processo.

Este parâmetro está intimamente ligado com a variância do processo por meio da Eq. (3.16).

Quanto maior o valor deH, maior será o número de nós levados em consideração para o

cálculo da matriz de covariâncias, aumentando o seu traço. Quanto maior o traço da matriz

de covariâncias para um dado instantek, maior (probabilisticamente) será o “salto” da amos-

tra qk+1 ∼ N(qk,Σk) em relação à amostraqk. Contudo, na Seção 5.1 foi mostrado que,

para uma dada amostraqk, uma amostraqk+1 é gerada de acordo com uma distribuição que

depende da visibilidadedeqk. Isto implica que a variância da distribuição de base só tem

influênciadentroda região de visibilidade. Desta forma, espera-se que a influência do parâ-

metroH seja saturada em um determinado valor que depende dos parâmetros de visibilidade

do espaço de configurações no qual o passeio aleatório estejainserido, assumindo que este

espaço seja limitado (o que implica em uma visibilidade limitada).
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Figura 6.1: Influência da história do processo na explorabilidade (100 execuções com 500

amostras geradas em cada uma).

A Figura 6.1 mostra o resultado da explorabilidade para o algoritmo ARW padrão em

função do parâmetroH nos ambientes mostrados na Figura A.1. Para cada valor deH ocor-

rem 100 execuções do algoritmo, com 500 amostras geradas a cada execução. Assim, a

curva corresponde ao valor médio dentre essas 100 execuções. Estas curvas mostram uma

evidência experimental da saturação do parâmetroH, pois para os três ambientes, a explo-

rabilidade não aumentou a partir de um determinado valor deH para 500 amostras geradas

em Cfree. De fato, tanto para o Ambiente Simples quanto para o Labirinto, as respectivas

explorabilidades não aumentaram para valores deH maiores que 100. Para o Corredor, com

H maior que 25, a explorabilidade do espaço de configurações ficou saturada em30%. Isso

porque, amostrar dentro do corredor é difícil sem que haja uma polarização da amostragem,

de forma que, se um passeio inicia-se em um dos ambientes grandes, passar para o outro

ambiente só é possível com um número de amostras muito grande.

6.1.1.2 Influência da seleção de candidatas

Para um valor fixo deH, a polarização da distribuição por meio da seleção de candidatas

rumo a regiões menos exploradas, descrita na Seção 5.4, tende a aumentar a explorabilidade

do algoritmo ARW.

A Figura 6.2 mostra a explorabilidade do algoritmo ARW gaussiano com seleção de

candidatas. As curvas correspondem ao valor médio entre 100execuções, sendo que a cada
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Figura 6.2: Influência das candidatas na explorabilidade doARW. Foram realizadas 100

execuções, com 500 amostras geradas em cada uma delas eH = 50.

execução 500 amostras são geradas. O valor do parâmetroH foi igual a 50. Esta figura

mostra, ainda, o tempo necessário para gerar estas 500 amostras.

Comparando a Figura 6.2 com a Figura 6.1 é possível notar que,já para duas candidatas

eH = 50, a explorabilidade do Ambiente Simples passou de50% para70%. Para cinco

candidatas, as explorabilidades do Ambiente Simples, Corredor e Labirinto passaram de

aproximandamente50%, 30% e18% para90%, 35%, 25%, respectivamente.

Porém, a Figura 6.2 também mostra que o tempo de amostragem com seleção de can-

didatas cresce numa ordem maior que linear. Em alguns ambientes, ao utilizar mais de 10

candidatas, este tempo pode crescer de tal maneira a inviabilizar o uso do algoritmo. Isto se

deve ao fato que a seleção entre muitas candidatas polariza fortemente a amostragem rumo a

regiões inexploradas. Esta polarização pode fazer com que opasseio aleatório fique preso em

alguns mínimos locais criados por esse potencial atrativo gerado pelas zonas menos explora-

das. Porém, na medida em que muitas amostras são geradas nessas regiões, suas influências

na polarização da amostragem diminuem e então o passeio aleatório consegue sair destes

mínimos. Este tempo em que ele fica preso é o suficiente para inviabilizar a utilização de um

número muito grande de candidatas. Contudo, pode-se tirar vantagem deste algoritmo para

amostrar regiões muito difíceis, nas quais apenas uma grande polarização da amostragem

torne viável a exploração com um número reduzido de amostras. Por outro lado, verificar de

forma robusta se uma região é de difícil acesso (e definir quais são essas regiões) e estimar

o número de candidatas necessárias de forma a maximizar o desempenho não é uma tarefa
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Figura 6.3: Avaliação da influência da distribuição de probabilidade no ARW.

trivial.

6.1.1.3 Influência da função densidade de probabilidade no desempenho do ARW

A Figura 6.3 mostra a influência da distribuição na explorabilidade média do ARW. Fo-

ram feitas 100 execuções, sendo que em cada uma delas foram geradas 500 amostras, e então

o resultado mostrado corresponde à média entre estas execuções. Além disso, o valor deH

foi igual a 50. O tempo de execução na figura refere-se ao tempomédio necessário para

gerar as 500 amostras.

Nesta avaliação os resultados continuaram coerentes com osresultados da Figura 6.2, ou

seja, quanto maior o número de amostras candidatas, maior é aexplorabilidade do algoritmo.

Além disso, é feita a comparação com o ARW padrão que utiliza como base a distribuição

gaussiana e uma versão com a distribuição uniforme como distribuição de base.

A polarização da distribuição ocasionou um custo elevado detempo de execução quando

o número de candidatas passou de dois para oito. Um fato notável é que o uso de duas

candidatas, além de em geral ter provocado um aumento na explorabilidade, em todos os

ambientes obteve o menor tempo de execução dentre todas as distribuições.

Mais interessante ainda é o fato de que com duas candidatas, otempo de execução foi

menor que utilizando apenas uma, que é o caso do ARW gaussiano. Inicialmente, seria de

esperar que o tempo de execução fosse aproximadamente o dobro, pois o número de amostras

geradas é o dobro no caso da seleção entre duas candidatas. Contudo, como a amostragem
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é polarizada rumo a regiões livres que foram menos exploradas, o algoritmo com seleção

passa a ter um melhor desempenho, pois menos amostras são descartadas.

6.1.2 Algoritmo EST

Para o algoritmo EST, descrito na Seção 3.4, foram avaliadasas influências do parâmetro

da função de massa na explorabilidade e no tempo de execução eainda a influência da largura

da janela de amostragem a partir de uma configuração de referência.

A função de massa utilizada foiπ(q) = 1
(nv+1)x , comx = 1, . . . , 5 e nv é o número de

vizinhas da configuraçãoq. Já a largura da janela de amostragem foi de 30 a 120 unidades e

a distribuição utilizada para gerar configurações a partir de q foi a uniforme.

Os resultados da avaliação estão resumidos nas Figuras 6.4,6.5 e 6.6. Foram realizadas

100 execuções, sendo que para cada uma foram geradas 500 amostras, de forma a avaliar a

explorabilidade e o tempo médio de execução para gerar as 500amostras. Em todos os ambi-

entes a explorabilidade foi aumentada com a polarização dasamostras rumo a regiões menos

exploradas. Contudo, nota-se que uma grande polarização pode ocasionar um grande tempo

de execução, pois o algoritmo pode ficar preso durante algum tempo em alguns mínimos

locais. Isto pode ser notado por meio dos picos no tempo de execução quandox = 5.

A largura da janela de amostragem também influenciou tanto naexploração quanto no

tempo para geração das 500 amostras. Uma maior janela de amostragem faz com que a ex-

ploração seja mais intensa. Porém, a amostragem em regiões de maior abrangência aumenta

a chance da amostra ser gerada fora da região de visibilidadeda configuração de referência,

de forma que muitas amostras são descartadas antes da geração de uma amostra válida e

então o tempo de execução pode aumentar bastante.

6.1.3 Algoritmo RRT

A Figura 6.7 mostra o desempenho do RRT-connect nos três ambientes de teste da Figura

A.1 para 100 amostras geradas. Para este teste, foram realizadas 100 execuções e então ava-

liadas as explorabilidade e tempo para geração das amostras. Nota-se que, como não existe

ajuste de parâmetro, os valores nas abscissas correspondema cada uma das execuções do

algoritmo (diferentemente dos outros algoritmos, cujas curvas eram obtidas por meio da mé-

dia entre as várias execuções). Nota-se que tanto o tempo de execução quanto a exploração

do ambiente seguiram uma mesma tendência para praticamentetodas as execuções. Existe

um pico no começo do gráfico que mostra o tempo de execução do RRT-connect. Este pico

pode ser explicado por alguma interferência, a nível de sistema operacional, de outro pro-

cesso concorrente ao processo do planejador de rotas. De fato, nos sistemas operacionais

modernos, em que há um grande número de processos rodando de forma concorrente, não

é possível que um programa, no caso o planejador de rotas, utilize a CPU de forma exclu-
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Figura 6.4: Desempenho do EST no ambiente simples. Foram realizadas 100 execuções com

a geração de 500 amostras em cada uma delas.
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Figura 6.5: Desempenho do EST no corredor. Foram realizadas100 execuções com a gera-

ção de 500 amostras em cada uma delas.
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Figura 6.6: Desempenho do EST no labirinto. Foram realizadas 100 execuções com a gera-

ção de 500 amostras em cada uma delas.

siva. Porém, como a prioridade de execução do processo referente ao planejador é alta, estas

interferências acontecem raramente.

Já a Figura 6.8 mostra o resultado da variação do parâmetroǫ tanto no tempo de execução

quanto na explorabilidade do RRT-expand. Nota-se que um aumento do valor deǫ provoca

um aumento na explorabilidade do planejador, porém a custo de um maior tempo de execu-

ção. Este efeito foi mais acentuado no Ambiente Simples e no Corredor. Já no Labirinto este

parâmetro teve uma menor influência no desempenho do algoritmo. Isto pode ser atribuído

ao grande número de passagens estreitas neste ambiente, de forma que, a partir de qualquer

amostra, a região de visibilidade é muito pequena, sendo quepara um determinado valorǫ0,

qualquer valor acima fará com que passos muito grandes sejamdados, colocando as configu-

rações geradas fora do campo de visibilidade da amostra de referência. Sendo assim, existe

uma saturação na exploração. Já o tempo de execução fica maiorparaǫ > ǫ0, uma vez que

muitas amostras são desperdiçadas.

6.2 TEMPOS DE SUAVIZAÇÃO

Antes da avaliação final entre os vários planejadores de questionamento único, é feita

uma análise sobre os tempos de cada etapa de suavização, comparando-as entre si, assim

como com o tempo necessário para exploração de um ambiente nocontexto do algoritmo
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Figura 6.7: Avaliação do RRT-connect. Foram realizadas 100execuções com 100 amostras
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(a) Ambiente Simples. (b) Corredor. (c) Labirinto.

Figura 6.9: Rotas típicas para as requisições feitas nas avaliações das rotinas de suavização

e dos planejadores de questionamento único.

ARW gaussiano bidirecional padrão. Este algoritmo foi escolhido por tipicamente gerar as

rotas com pior qualidade dentre todos os algoritmos avaliados. Assim, espera-se que o tempo

de suavização seja maior para este algoritmo.

Para avaliar os tempos de suavização em relação ao tempo de exploração do ARW, uma

requisição não trivial de rota foi feita em cada um dos três ambientes da Figura A.1. As Figu-

ras 6.9(a)-(c) mostram uma realização típica para cada uma dessas requisições nos ambientes

Simples, Corredor e Labirinto, respectivamente.

A Figura 6.10 mostra dois gráficos. Eles foram obtidos por meio da média entre 100

execuções e fazendoH = 50. O gráfico superior mostra a comparação entre o tempo de exe-

cução para as várias etapas de suavização. Tanto no Corredorquanto no Labirinto, o método

Dividir para Conquistar levou mais tempo para ser executadoque os demais métodos, pois

a rota de entrada continha muitos nós redundantes. Assim, como os métodos são aplicados

sucessivamente, cada etapa é realizada em uma rota já tratada pela etapa anterior. Assim, a

rota sucessivamente fica menos redundante e mais “bem comportada”, então os respectivos

tempos de execução são menores. No Ambiente Simples, a etapade Remoção de Ciclos

foi mais onerosa que a etapa Dividir para Conquistar. Como este ambiente possui somente

regiões de grande visibilidade, a solução é encontrada utilizando-se menos amostras que

nos outros ambientes. Assim, a etapa Dividir para Conquistar não necessariamente é a que

consome maior tempo de execução.

No segundo gráfico da Figura 6.10 são mostrados os tempos paraencontrar a solução

e para a suavização da rota resultante.É imprescindível notar que a escala de tempo é

logarítmica. Observa-se claramente que o tempo de suavização é muito menor que o tempo

necessário para achar a solução. De fato, em ambientes difíceis, como o Corredor, o tempo

médio de suavização, um pouco mais de 60 milisegundos, é ínfimo quando comparado com

o tempo médio para achar a solução, que é aproximadamente igual a 20 segundos.

A Figura 6.11 mostra um exemplo para as várias etapas de suavização aplicadas suces-

sivamente a uma rota gerada pelo algoritmo ARW. A Figura 6.11(a) mostra a solução sem

nenhuma suavização. A rota possui várias sinuosidades, assim como nós redundantes, sendo

de péssima qualidade e cuja execução é inviável. A Figura 6.11(b) mostra que o algoritmo
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Figura 6.10: Comparação entre o tempo de exploração e o tempode suavização no ARW

gaussiano padrão. Foram realizadas 100 execuções com a história do processo ajustada

comoH = 50.

Dividir para Conquistar, apesar de já eliminar boa parte dosnós redundantes, retorna ainda

uma rota de baixa qualidade, com algumas sinuosidades e que passa arbitrariamente próxima

aos obstáculos. A Figura 6.11(c) mostra o resultado do algoritmo para remoção de ciclos e

utilização de atalhos. A rota não possui nós desnecessários, mas em alguns poucos pontos

ela passa arbitrariamente perto dos obstáculos. Assim, a Figura 6.11(d) mostra a rota afas-

tada dos obstáculos. Como os corredores são estreitos, as configurações são levadas para o

eixo médio. Nota-se que a rota não possui ramos, de forma que oalgoritmo para remoção

dos ramos não faz alterações significativas, sendo a rota final mostrada na Figura 6.11(e).

6.3 ALGORITMOS DE QUESTIONAMENTO ÚNICO

Nas Seções 6.1.1.3, 6.1.2 e 6.1.3 os algoritmos de questionamento único foram avali-

ados individualmente quanto ao critério de explorabilidade e tempo necessário para gerar

um número fixo de amostras. A primeira etapa, além de verificaro desempenho segundo

os critérios mencionados, também serviu para ajustar os parâmetros de cada algoritmo. As-

sim, nesta Seção é feita uma comparação entre os planejadores de questionamento único – já

com os respectivos parâmetros ajustados – para avaliar os seus desempenhos quando a tarefa

consiste em achar uma solução para o problema de planejamento de rotas.

97



(a) Solução não suavizada (b) Dividir para conquistar.

(c) Remoção de ciclos e utilização

de atalhos.

(d) Afasta a rota dos obstáculos. (e) Remoção dos ramos.

Figura 6.11: Passos seqüenciais para a suavização final de uma rota no Labirinto.

Nessa avaliação foram utilizados os ambientes das Figuras A.1 e A.2. O ajuste do ARW

e suas variantes foi feito com base nos resultados da Seção 6.1.1. O valor deH foi escolhido

com base na Figura 6.1. Foi notado que para valores deH maiores que 50, não houve

melhoria na explorabilidade tanto no Labirinto quanto no Corredor e houve uma pequena

melhoria no Ambiente Simples. Desta forma, o valor escolhido foi H = 50.

Para as variantes do ARW que utilizaram seleção de candidatas, a escolha do número de

candidatas foi guiada pelas Figuras 6.2 e 6.3. Analisando essas duas Figuras, nota-se que

o o uso de mais de 10 candidatas torna-se inviável pelo grandetempo de execução. Sendo

assim, foram escolhidas versões com 2, 5 e 8 candidatas.É importante ressaltar que o ARW

e todas as variantes foram utilizadas na configuração bidirecional.

O EST foi ajustado parax = 3 e a largura da janela de amostragem igual a 70 unidades.

Já o RRT foi ajustado comǫ = 40 para a etapa de exploração, sendo que a etapa de fusão das

árvores é feita pelo RRT-connect, exatamente como descritona Seção 3.3 pelo Algoritmo 4.

O planejador por frente de onda suavizado foi utilizado paraefeitos de comparação.
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(a) LIRMM 1. (b) LARA.

(c) LIRMM 2.

Figura 6.12: Rotas típicas para as requisições feitas na avaliação dos planejadores de questi-

onamento único.

Para os testes foram dados os pontos inicial e final, registrados os tempos que cada algo-

ritmo levou para achar a solução e suavizar a rota e ainda foi registrada sua distância final. As

rotas típicas para a requisição em cada ambiente são mostradas nas Figuras 6.9 (já utilizadas

nos testes da Seção 6.2) e 6.12. O resultado da avaliação podeser resumido pela Figura 6.14.

Foram realizadas 100 execuções para cada algoritmo, sendo que os resultados são dados pela

média entre estas execuções. A Figura é dividida em três gráficos: o mais acima mostra o

tempo médio necessário para achar a solução em cada ambiente. É importante notar que a

escala de tempo para este gráfico é logarítmica; o do meio mostra o tempo médio necessário

para a suavização da rota; e o terceiro mostra a distância final percorrida pela rota.

O primeiro fato a ser notado é que os algoritmos ARW com 2, 3 e 8 candidatas tiveram um

desempenho bem superior aos gaussiano e uniforme com apenasuma amostra, indicando que

a polarização da amostragem rumo a regiões pouco exploradasé eficaz quando comparado

com o algoritmo original proposto em [9].

Com exceção do Ambiente Simples e do Corredor, o planejador por frente de onda teve

um desempenho superior ao dos algoritmos estocásticos. Isso já era esperado, uma vez que

a avaliação foi feita paraC ∈ R2, sendo que para baixas dimensões o planejador por frente

de onda tem bom desempenho [19]. Porém, no Ambiente Simples os desempenhos de todos

os algoritmos estocásticos foram melhores, pois enquanto estes planejadores conseguiam se
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conectar ao destino tão logo começavam a execução (este ambiente possui grandes regiões

com alta visibilidade), o planejador por frente de onda tinha que fazer todo o processo de

propagação da sua onda de potencial entre os pontos final e inicial. Isto indica que o PFO

foge à classificação de planejador de questionamento único enquantoqgoal é constante, pois

ele acha a solução que conecta todas as configurações deCfree à configuração de destino.

Isto é particularmente útil para o caso de haver necessidadede um replanejamento local

devido ao aparecimento de um obstáculo não previsto (e.g., uma pessoa ou outro objeto

móvel). No entanto, para uma seqüência de questionamentos em que o ponto de destino

sempre muda, o PFO funciona como um algoritmo de questionamento único, ou seja, não é

possível aproveitar informações dos questionamentos anteriores.

O RRT obteve um péssimo desempenho no mapa LIRMM 1, o que talvez pode ser ex-

plicado pelo valorǫ = 40. De fato, este é um ambiente com muitas passagens bem estreitas

e talvez um menor valor paraǫ tivesse aumentado o desempenho do algoritmo.

Pode-se notar também que, principalmente no Corredor e Labirinto, o tempo de suaviza-

ção foi maior para o ARW gaussiano e ARW uniforme. Isto já era esperado, uma vez que

o ARW padrão gera muitas amostras em sua etapa de exploração,aumentando o tempo de

processamento na etapa de suavização. O tempo de suavizaçãodos algoritmos EST, RRT e

planejador por frente de onda foram os menores, uma vez que tanto o RRT quanto EST são

algoritmos com grande ênfase na explorabilidade por meio dageração de um número relati-

vamente reduzido de amostras. Já o planejador por frente de onda é um algoritmo ótimo de

acordo com o critério da distância de Manhatan, o que implicaque a suavização consiste em

basicamente pegar alguns atalhos e afastar a rota dos obstáculos, não havendo necessidade

de retirar nós redundantes. A Figura 6.13 mostra rotas não suavizadas típicas para os plane-

jadores de questionamento único avaliados. As Figuras 6.13(a) e 6.13(b), que correspondem

aos ARW gaussiano e uniforme, respectivamente, são as que contém um maior número de

nós na rota. Observa-se que as Figuras 6.13(c)-(e) possuem gradativamente menos nós na

medida em que o número de candidatas vão aumentando, o que corresponde exatamente aos

resultados da Seção 6.1.1.2. Já as Figuras 6.13(f) e 6.13(g)mostram que a as rotas geradas

pelos algoritmos EST e RRT, mesmo quando não suavizadas, sãode boa qualidade e bem

superiores àquelas geradas pelo ARW e variantes. Por último, a rota gerada pelo PFO, como

já esperado, ainda que com a melhor qualidade dentre todas asrotas, é gerada muito próxima

aos obstáculos.

Um fato notável que comprova a eficiência da etapa de suavização é a distância final das

rotas geradas por todos os planejadores. Ainda que as rotas geradas na etapa de exploração

tivessem um número muito diferente de configurações intermediárias para os diversos plane-

jadores (indo de algumas dezenas para o planejador por frente de onda até algumas milhares

para o ARW gaussiano), as rotas resultantes ficaram praticamente com a mesma distância

para todos os planejadores, como pode ser visto no gráfico mais abaixo da Figura 6.14.
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(a) ARW bidirecional

gaussiano.

(b) ARW bidirecional

uniforme.

(c) ARW bidirecional

gaussiano com seleção

entre 2 candidatas.

(d) ARW bidirecional

gaussiano com seleção

entre 5 candidatas.

(e) ARW bidirecional

gaussiano com seleção

entre 8 candidatas.

(f) EST. (g) RRT. (h) Planejador por frente

de onda.

Figura 6.13: Rotas típicas não suavizadas para os planejadores de questionamento único.

6.4 ALGORITMOS DE MÚLTIPLOS QUESTIONAMENTOS

Nesta seção são avaliados os algoritmos PRM padrão, PRM gaussiano e iARW. Para

o PRM padrão os parâmetros utilizados foram: número máximo de vizinhos igual a 10; e

distância máxima para conexão com os vizinhos igual a 60 unidades. Para o PRM gaussiano

foram usados esses mesmos parâmetros e aindaσq = 50. Para o iARW, o algoritmo utilizado

para exploração foi o ARW gaussiano com seleção entre três amostras. Já o valor da história

do processo foiH = 50.

Em todos os ambientes das Figuras A.1 e A.2 foram escolhidas para teste quatro rotas.

Os pontos inicial e final destas rotas nos espaços de trabalhosão mostrados na Figura A.3.

Os números escritos em tons claros correspondem ao ponto inicial da rota, sendo que os

escritos em tons escuros correspondem ao ponto final.

Para o iARW, as requisições de rotas foram feitas uma a uma de forma que o próprio

algoritmo construísse e utilizasse o mapa de rotas sem a necessidade de pré-processamento

e determinaçãoa priori do número de amostras a serem geradas. Já para os algoritmos

PRM uniforme e gaussiano, uma vez que o número de nós a serem gerados na etapa de

construção tem que ser determinadoa priori, a estratégia adotada em cada ambiente foi a

seguinte. Inicialmente, 200 nós eram gerados. Caso eles nãofossem suficientes para capturar

a conectividade deCfree, o que se caracteriza pela falha em encontrar pelo menos uma das

quatro rotas de teste, o mapa de rotas era apagado e o processode amostragem reiniciado

com o dobro de amostras da tentativa anterior. O processo erarepetido até que as quatro

rotas fossem encontradas, sendo que as amostras se mantinham constantes de uma execução

para a outra se não houvesse falha em gerar as quatro rotas.
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Figura 6.14: Avaliação dos algoritmos de questionamento único. Foram realizadas 100 exe-

cuções para encontrar uma rota de referência.

Os resultados estão resumidos na Figuras 6.15, 6.16 e 6.17. Otempo total para os algo-

ritmos PRM uniforme e gaussiano consiste no tempo necessário para gerar as amostras na

etapa de construção mais o tempo necessário para achar as quatro rotas na etapa de questio-

namento. Já para o iARW o tempo total é basicamente o somatório dos tempos necessários

para achar cada uma das quatro rotas.É importante observar que a escala de tempo adotada

é logarítmica. Nota-se que o iARW precisou de menos tempo para achar as quatros rotas

que os demais algoritmos em todos os ambientes de teste, com exceção do Labirinto, no qual

o iARW teve o mesmo desempenho que o PRM gaussiano.

Além disso, o mapa de rotas resultante do iARW contém um número muito menor de

amostras que os respectivos mapas de rotas dos algoritmos PRM uniforme e gaussiano. Isso

acontece porque o iARW armazena somente as amostras deCfree que foram relevantes para

solucionar o problema de planejamento de rotas em questão, enquanto que os PRMs amos-

tram porções irrelevantes deCfree. Ainda que o PRM gaussiano faça uma amostragem mais

seletiva do espaço de configurações livre, o iARW faz uma seleção ainda maior.

Em geral, para o iARW a primeira rota leva mais tempo para ser gerada, sendo que

as rotas subseqüentes, por usarem o mapa de rotas, possuem tempos de execução muito

inferiores. A Figura 6.17 mostra que, com exceção do Labirinto, isto acontece em todos os

ambientes de teste. De fato, as rotas requisitadas no Labirinto não tinham muitos pontos de
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Figura 6.15: Tempo total necessário para encontrar quatro rotas pré-determinadas na avalia-

ção dos algoritmos de múltiplos questionamentos.

sobreposição, de forma que nem sempre era possível ao iARW fazer um uso muito eficiente

do mapa de rotas. Contudo, considerando o tempo total para achar as quatro rotas, o iARW

obteve o mesmo desempenho do PRM gaussiano neste ambiente.

O iARW mostrou-se um algoritmo computacionalmente eficiente para resolver o pro-

blema de planejamento de rotas. Isto se deve, primeiramente, ao fato dele usar o algoritmo

ARW gaussiano com seleção de amostras, que já se mostrou com alto desempenho, para

exploração do ambiente. Em segundo lugar, a utilização de ummapa de rotas para utilizar

caminhos que já haviam sido criados em questionamentos anteriores aumenta o desempenho

do iARW na medida em que muitas rotas são requisitadas. Assim, quando comparado com

algoritmos de questionamento único, o seu desempenho pode ser aproximado nas primeiras

requisições de rotas pelo desempenho do ARW gaussiano com seleção de amostras, pois este

é o algoritmo utilizado para exploração. Porém, na medida emque muitas rotas são geradas,

o iARW passa a ter um desempenho semelhante ao do PRM na fase dequestionamento, o

que implica em uma grande eficiência.

Quando comparado com algoritmos PRM uniforme e gaussiano, além de possuir me-

nor tempo de execução e armazenar um número menor de configurações no mapa de rotas,

o iARW apresenta vantagens por ser um algoritmo incremental, sendo que o número de

amostras a serem geradas não precisam ser determinadasa priori. Além disso, ele é de
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Figura 6.16: Número de nós resultantes nos mapas de rotas da avaliação dos algoritmos de

múltiplos questionamentos.
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Figura 6.17: Tempo de execução de cada uma das quatro rotas naavaliação dos algoritmos

de múltiplos questionamentos.
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implementação simples e não utiliza estrutura de dados complexa, sendo que uma grande

vantagem, quando comparado com os algoritmos RRT e PRM, é quenão há necessidade de

fazer a busca por vizinhos mais próximos.

6.5 PLANEJAMENTO DE ROTAS PARA C ∈ R2 × S1

Ainda que neste trabalho a ênfase tenha sido dada a espaços deconfiguração euclidianos

de duas dimensões, os planejadores apresentados podem ser aplicados a espaços de configu-

ração com topologias mais complexas. De fato, em robótica móvel um espaço bem comum

é dado porC ∈ R2 × S1. Assim, para exemplificar a aplicação neste espaço que permite ro-

tação, foram geradas as três rotas da Figura 6.18. O algoritmo utilizado foi o ARW uniforme

com seleção entre duas candidatas. Porém, qualquer um dos outros algoritmos probabilísti-

cos apresentados poderiam ser utilizados. Nas Figuras 6.18(a) e 6.18(b), um robô em formato

de L e U, respectivamente, foram utilizados para achar rotasnão triviais. O ponto de partida

está representado em tons escuros, enquanto a rota está representada em tons claros. Por

último, o ponto de chegada está representado em uma tonalidade intermediária. Nota-se que

muitos planejadores baseados em funções de potencial falhariam neste mapa para a situação

da Figura 6.18(b), pois o ponto de partida localiza-se em umagrande concavidade, sendo

que o ponto de destino está bem próximo deste ponto de partida. Assim, se o planejador for

semelhante ao apresentado na Seção 3.1, em que o cálculo da função de potencial de atração

usa a distância euclidiana entre o robô e o ponto de destino, sem considerar os obstáculos,

então o ponto de partida da Figura 6.18(b) será um ponto de mínimo local. Este problema

não existe nos planejadores probabilísticos apresentadosneste trabalho. Por último, a Figura

6.18(c) mostra um robô com formato atípico, formado por duasbarras paralelas. O ponto de

partida é representado por tons escuros e encontra-se no canto inferior direito da Figura. A

rota está representada em tons claros e o ponto de chegada está representado em uma colo-

ração intermediária e localiza-se no canto superior esquerdo. Nota-se que o único caminho

ligando os dois pontos faz com que os obstáculos passem entreas duas barras paralelas.

O mais interessante desses três exemplos é que eles usam exatamente o mesmo plane-

jador. De fato, como já visto na Seção 3.6, o único conhecimento que o planejador tem é

da topologia do espaço de configurações, mas não da geometriado robô. A conexão entre

a geometria do robô e o espaço de configurações livre é feita por um detector de colisões.

Esta abstração permite que o planejador de rotas seja independente do modelo geométrico

utilizado para representar o robô, assim como da representação dos obstáculos. Assim, o

planejador tem a função de gerar amostras no espaço de configurações, enquanto o detector

de colisões tem a função de verificar se elas devem ser rejeitadas ou aceitas. Esta é a grande

vantagem dos planejadores baseados na amostragem do espaçode configurações, poisCfree
não precisa ser calculado explicitamente. Outra vantagem éque estes planejadores funcio-

nam muito bem para espaços de configurações com dimensões maiores que três, sendo que
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(a) Robô com formato em L. (b) Robô com formato em U.

(c) Robô com formato atípico.

Figura 6.18: Planejamento paraC ∈ R2 × S1. Pontos iniciais em tom escuro, rotas em tom

claro e pontos finais com uma cor intermediária.

se a topologia do espaço for aproximada por um espaço Euclidiano, a dimensão passa a ser

apenas um parâmetro para o planejador de rotas, sendo que o algoritmo a ser utilizado conti-

nua a ser exatamente o mesmo que aquele utilizado em problemas com dimensões menores.
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7 CONCLUSÕES

L’homme libre est celui qui

n’a pas peur d’aller

jusqu’au bout de sa pensée.

Léon Blum

7.1 DISPOSIÇÕES FINAIS

Este trabalho apresentou técnicas para planejamento de rotas no contexto de robótica

móvel. A ênfase foi em algoritmos probabilísticos com bom desempenho e que, com um pós-

processamento adequado, retornam rotas de boa qualidade. Apesar do estudo ter sido feito

visando a aplicação em um robô omnidirecional no plano, os algoritmos estudados podem

ser aplicados em problemas mais gerais, como animação de atores artificiais ou sistemas

multirrobôs.

Inicialmente, foi apresentada a definição do problema de planejamento de rotas para um

robô poliédrico em um espaço de trabalho genérico. Então, asprincipais aplicações foram

mostradas, mostrando o estado da arte nesta área de pesquisa. Em seguida, a formulação do

espaço de configurações foi apresentada, viabilizando um tratamento unificado para robôs

com diferentes formatos e modelos geométricos. Então, visando manter a continuidade do

trabalho, foram revisados modelos para representação do robô e obstáculos no espaço de

trabalho.

No Capítulo 3, vários métodos probabilísticos que atualmente compõem o estado da arte

em planejamento de rotas foram discutidos. Foi mostrado queos algoritmos probabilísticos,

em geral, são computacionalmente eficientes, mas retornam rotas com baixa qualidade. Es-

ses métodos, além de aproximarem o espaço de configurações por amostras, não necessitam

da representação explícita do espaço de configurações livre. Porém, existe a necessidade

de uma função que avalia se uma configuração está ou não em colisão. Estas funções são

disponíveis na forma de detectores de colisão. Um algoritmosimples baseado em funções

de potencial, o planejador por frente de onda, foi apresentado para efeitos comparativos. Os

métodos probabilísticos de questionamento único – RRT, EST, ARW e variantes – foram

comparados qualitativamente entre si e com duas versões do algoritmo PRM de múltiplos

questionamentos. Em seguida, foram apresentadas metodologias de amostragem determi-

nística, bem como técnicas de amostragem não uniforme no contexto do PRM. Então, téc-

nicas de suavização de rotas foram apresentadas, visando melhorar a qualidade das rotas

resultantes.
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Uma contribuição teórica para o algoritmo ARW foi realizada. Assim, sua distribuição

foi caracterizada em função de uma região de visibilidade. Esta caracterização foi útil no

sentido de possibilitar a reformulação do algoritmo como apenas uma soma de variáveis ale-

atórias. Assim, as condições de convergência – inspirada nateoria clássica de Spitzer sobre

passeios aleatórios em espaços discretos – foram estabelecidas para passeios aleatórios que

seguem a distribuição caracterizada neste trabalho. Contudo, diferentemente dos passeios

aleatórios de Spitzer, os analisados neste trabalho não satisfazem a condição de homogenei-

dade espacial.

Outra contribuição deste trabalho foi a concepção de um algoritmo híbrido que utiliza

passeios aleatórios adaptivos, com distribuição gaussiana e seleção entre amostras candida-

tas, para exploração do espaço de configurações, e que, de maneira incremental, constrói um

mapa de rotas para armazenar rotas que foram utilizadas em questionamentos anteriores. Foi

mostrado que o desempenho do algoritmo é satisfatório quando comparado tanto com os al-

goritmos de questionamento único, quanto com os algoritmosde múltiplos questionamentos.

7.2 SUGESTÕES PARA TRABALHOS FUTUROS

A área de pesquisa em planejamento de rotas é muito vasta, tanto no que se refere a

desenvolvimento de algoritmos e avaliação experimental emrobôs com diferentes modelos

geométricos, como em análise teórica.

Em relação ao desenvolvimento de algoritmos e avaliação experimental, algoritmos pro-

babilísticos poderiam ser aplicados em robôs mais complexos, como o robô humanóide do

LARA1, por exemplo. A incorporação do modelo dinâmico no planejador local possibilitaria

tanto a geração de movimento quanto o desvio de obstáculos, assumindo que o modelo do

espaço de trabalho esteja disponível. Além disso, o algoritmo iARW poderia ser estendido

para robôs móveis não-holonômicos. De fato, apenas a extensão para o algoritmo ARW seria

suficiente para se caracterizar como uma contribuição na área de planejamento de rotas, uma

vez que a literatura mostra aplicações deste algoritmo apenas para robôs holonômicos. Esta

extensão poderia ser feita por meio da reformulação do problema no espaço de estados, tal

como já foi realizada no contexto do algoritmo RRT [15].

No que se refere à análise teórica, novas distribuições parao ARW poderiam ser estu-

dadas, assim como a determinação da taxa de convergência do algoritmo em função dos

parâmetros do espaço de configurações. Além disso, um métodopraticável para estimar a

probabilidade de alcançar o ponto de destino, em função do número de amostras geradas,

poderia ser pesquisado.

1O Laboratório de Robótica e Automação foi o local onde este trabalho foi desenvolvido.
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A. AMBIENTES DE TESTE UTILIZADOS NA AVALIAÇÃO DOS

PLANEJADORES DE ROTAS

A Figura A.1 mostra os ambientes de teste utilizados para avaliação dos planejadores de

questionamento único. Além disso, a alcançabilidade no espaço de configuração, a partir

do ponto mais central, é mostrada para cada ambiente de teste. A Figura A.1(a) mostra um

ambiente simples e com grande áreas de visibilidade. Já a Figura A.1(c) mostra dois grandes

ambientes separados por um longo corredor e, apesar de ser trivial para um ser humano,

costuma ser um ambiente difícil para os planejadores baseados na amostragem do espaço de

configuração. No caso dos planejadores que amostram o espaçode configuração globalmente

e de maneira uniforme, como o PRM, a probabilidade de uma amostra cair em uma região é

diretamente proporcional ao volume desta região. Sendo assim, como o volume do corredor

é pequeno, igualmente é pequena a probabilidade de conter umnúmero de amostras que seja

suficiente para capturar a conectividade deCfree. Por outro lado, no caso de planejadores

que fazem amostragem local (e.g. ARW), a dificuldade ocorre principalmente em conseguir

gerar uma amostra na entrada do corredor e, a partir desta amostra, gerar outra amostra

dentro do mesmo (e então a visibilidade tem uma grande influência no sucesso do planejador

em gerar amostras em passagens estreitas).

O labirinto mostrado na Figura A.1(e) é um ambiente que visa impor aos planejadores

uma situação na qual existem somente longos corredores e passagens estreitas interconectando-

os. Dentre os três ambientes, é o mais difícil.

Os espaços de trabalho da Figura A.2 são utilizados para testes comparativos entre os

planejadores de questionamento único, assim como para testes comparativos entre os plane-

jadores de múltiplos questionamentos. As Figuras A.2(a) e A.2(c) mostram mapas de am-

bientes reais gerados pelo robô Omni [58]. A binarização destas duas grades de ocupação,

conforme descrita na Seção 2.3.3, é feita de maneira conservadora. Assim, o menor valor

correspondente à probabilidade de ocupação é o suficiente para considerar a célula como

ocupada. Assim, o ambiente A.2(c) é particularmente difícil, pois além de ser não estrutu-

rado, as passagens são bem estreitas, o que é acentuado pelobitmapconservador usado para

a detecção de colisão. Já a Figura A.2(e) representa o Laboratório de Robótica e Automação

em sua configuração atual e os ambientes adjacentes.

A Figura A.3 mostra, para todos os mapas de teste, os pontos inicial e final das quatro

rotas requisitadas na avaliação dos planejadores de múltiplos questionamentos.
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(a) Ambiente simples. (b) Espaço de configuração e a alcançabili-

dade partindo do ponto central.

(c) Corredor. (d) Alcançabilidade a partir do ponto central

no espaço de configuração.

(e) Labirinto. (f) Espaço de configuração.

Figura A.1: Primeiro grupo de ambientes de teste.
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(a) Lirmm1. (b) Alcançabilidade a partir do ponto central

no espaço de configuração.

(c) Lirmm2. (d) Alcançabilidade a partir do ponto central

no espaço de configuração.

(e) LARA. (f) Alcançabilidade a partir do ponto central

no espaço de configuração.

Figura A.2: Segundo grupo de ambientes de teste.
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(a) Ambiente Simples (b) Corredor.

(c) LIRMM 1.

(d) LIRMM 2. (e) LARA.

(f) Labirinto.

Figura A.3: Mapas com os pontos inicial (tons claros) e final (tons escuros) referentes às

quatro rotas requisitadas pelos algoritmos de múltiplos questionamentos.
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B. CONCEITOS BÁSICOS DE PROBABILIDADE

B.1 INTRODUÇÃO

Nesta Seção são apresentados conceitos básicos sobre probabilidade. O objetivo não é

discutir exaustivamente cada tópico apresentado, tampouco oferecer provas de teoremas ou

exemplos. Assim, sua principal função é fazer uma breve revisão dos tópicos que podem ser

úteis para a compreensão deste trabalho. Papoulis [59] apresenta uma abordagem completa

sobre o assunto e foi a principal referência para esta Seção.

Definição B.1.1.A definição axiomática de probabilidade é dada por três postulados:

I A probabilidadePr{A} de um eventoA é um número não negativo associado a esse

evento:

Pr(A) ≥ 0;

II SendoΩ o conjunto de todos os possíveis eventos,

Pr(Ω) = 1,

em queΩ é conhecido como espaço amostral;

III Se os eventosA eB são mutuamente exclusivos, então

Pr(A ∪B) = Pr(A) + Pr(B).

III.a (Axioma da aditividade infinita) Se os eventosA1,A2, . . . são mutuamente exclusivos,

então

Pr(A1 ∪A2 ∪ . . .) = Pr(A1) + Pr(A2) + . . . �

Sejaα(x) uma função tal que

∫ ∞

−∞

α(x)dx = 1, α(x) ≥ 0. (B.1)

A probabilidade do eventox ≤ xi é dada por

Pr{x ≤ xi} =

∫ xi

−∞

α(x)dx. (B.2)
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B.2 PROBABILIDADE CONDICIONAL

A probabilidade de ocorrer um evento A assumindo que o eventoB já ocorreu (e então

P (B) > 0) é dada por

Pr(A|B) =
Pr(AB)

Pr(B)
, (B.3)

em quePr(AB) = Pr(A ∩B).

B.2.1 Independência

Dois eventosA eB são chamados independentes sePr(AB) = Pr(A) · Pr(B). Então

Pr(A|B) =
Pr(A) · Pr(B)

Pr(B)
⇒ Pr(A|B) = Pr(A). (B.4)

B.3 VARIÁVEIS ALEATÓRIAS

Dada a variável aleatóriaX, sua função de distribuição acumulada é dada por

FX(x) = P{X ≤ x}, para todox ∈ [−∞,∞], (B.5)

eFX(∞) = 1 eFX(−∞) = 0

A função densidade de probabilidade é

pX
∆
=
dFX(x)

dx
, (B.6)

então

FX(x) =

∫ x

−∞

pX(u)du. (B.7)

ComoFX(∞) = 1, então
∫ ∞

−∞

pX(x)dx = 1 (B.8)

e

P{x1 < X ≤ x2} = FX(x2)− FX(x1) =

∫ x2

x1

pX(x)dx. (B.9)

B.3.1 Distribuição condicional de uma variável aleatória

Dado o eventoM , a distribuição condicionalFX(x|M) = P{X ≤ x|M} = P{X≤x,M}
P (M)

,

em que{X ≤ x,M} é a interseção dos eventos{X ≤ x} eM , ou seja, o evento consistindo

de todas as realizaçõesξ tal queX(ξ) ≤ x e ξ ∈M . Segue que

pX(x|M) =
dFX(x|M)

dx
. (B.10)

122



B.3.2 Valor esperado e variância

O valor esperado, ou média, de uma variável aleatória X é dadopor

E{X} =

∫ ∞

−∞

xpX(x)dx. (B.11)

SendoE(X) = µ, a variância deX é dada por

σ2
x = var(x)

= E{(x− µ)2}. (B.12)

B.4 DUAS VARIÁVEIS ALEATÓRIAS

Sendo duas variáveis aleatóriasX eY , a distribuição conjuntaFXY (x, y) é a probabili-

dade do evento{X ≤ x, Y ≤ y}.

B.4.1 Densidade conjunta

A densidade conjunta deX eY é, por definição, a função

pXY =
∂2FXY (x, y)

∂x∂y
. (B.13)

Então

FXY (x, y) =

∫ x

−∞

∫ y

−∞

pXY (u, v)dudv (B.14)

B.4.2 Distribuição e densidade marginais

FX(x) e pX(x) são a distribuição e densidade marginais deX, respectivamente. As

marginais deX determina suas estatísticas, mas não a estatística conjunta deX eY .

Assim, as estatísticas deX eY em termos da distribuição conjuntaFXY (x, y) são dadas

por

FX(x) = FXY (x,∞), (B.15)

FY (y) = FXY (∞, y). (B.16)

Já as densidades marginais são dadas por

pX(x) =

∫ ∞

−∞

pXY (x, y)dy, (B.17)

pY (y) =

∫ ∞

−∞

pXY (x, y)dx (B.18)
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B.4.3 Distribuição condicional

Dado o eventoM ,

FXY (x, y|M) = Pr{X ≤ x, Y ≤ y|M}

=
Pr{X ≤ x, Y ≤ y,M}

P{M} . (B.19)

• ParaM = {X ≤ x},

FY (y|X ≤ x) =
Pr{X ≤ x, Y ≤ y}

Pr{X ≤ x} =
FXY (x, y)

FX(x)
(B.20)

e

pY (y|X ≤ x) =
1

FX(x)

∂FXY (x, y)

∂y
. (B.21)

• ParaM = {X = x},

pY (y|X = x) =
pXY (x, y)

pX(x)
= pY |X(y|x) (B.22)

ComopX|Y = pXY (x,y)
pY (y)

,

pX|Y (x|y) =
pY |X(y|x)pX(x)

pY (y)
. (B.23)

B.4.4 Covariância

Paraηx = E{X} e ηY = E{Y }, a covariânciaσXY entre duas variáveis aleatóriasX e

Y é dada por

σXY = E{(x− ηx)(x− ηy)}. (B.24)
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