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Abstract— This paper deals with the problems of convergence and coverage of multiple robots in a generic
1-dimensional curve. More specifically, the goal is to design distributed control laws to make a multiagent system
converge and distribute itself optimally along the curve. This problem is solved with the use of artificial vector
fields for convergence to the curve and Voronoi partitions for the control of the coverage of the multiagent system.
Moreover, when considering the presence of an obstacle, robots are able to create auxiliary curves in order to
dodge it. The presented methodology is evaluated in simulation, in which four holonomic mobile robots converge
to a curve and distribute themselves in it, avoiding collisions with known obstacles. The results graphically show
the convergence and distribution of the agents in the curve.

Keywords— Mobile robots, vector fields, motion control, coverage control, Voronoi partitions.

Resumo— Este artigo trata os problemas de convergência e cobertura de múltiplos robôs em uma curva
genérica unidimensional. Mais especificamente, o objetivo é projetar leis de controle distribúıdas para fazer com
que um sistema multiagente convirja e se distribua de maneira ótima sobre a curva. Este problema é resolvido com
a utilização de campos vetoriais artificiais para convergência para curva e partições de Voronoi para o controle de
cobertura do sistema multiagente. Além disso, ao considerar a presença de um obstáculo, os robôs são capazes
de criar curvas auxiliares para desviarem-se dele. A metodologia apresentada é avaliada em uma simulação, na
qual quatro robôs móveis holonômicos convergem para uma curva e se distribuem nela, evitando colisões com
obstáculos conhecidos. Os resultados mostram graficamente a convergência e a distribuição dos agentes na curva.

Palavras-chave— Robôs móveis, campos vetoriais, controle de movimento, controle de cobertura, partições
de Voronoi.

1 Introdução

Sistemas multiagentes têm atráıdo bastante
atenção por serem capazes de executar diferentes
tipos de tarefas, como manipulação distribúıda,
segurança de peŕımetros e transporte de objetos,
por meio da utilização de agentes simples.

Dentre os problemas de controle de sistemas
multiagentes, destaca-se o problema de formação,
que busca fazer com que os agentes formem um
determinado padrão geométrico por meio de leis
de controle distribúıdas, que são baseadas em in-
terações locais (i.e., interações com vizinhos), com
ou sem uma referência no grupo (ĺıder). Este pro-
blema pode ser resolvido por várias abordagens,
incluindo a ĺıder-seguidor (Tang et al. 2012), aque-
las baseadas em comportamento (Lawton et al.
2003), abordagens envolvendo funções de poten-
cial (Olfati-Saber 2006) e métodos baseados em
Lyapunov (Liu et al. 2003).

Neste contexto, este artigo apresenta uma me-
todologia para resolver um problema de controle
de formação aplicável a várias tarefas. Este pro-
blema pode ser dividido inicialmente em dois sub-
problemas: 1) problema de convergência para uma

curva e 2) problema de distribuição na mesma.

O problema de convergência para curvas é um
caso particular do problema clássico de geração
de padrões, que trata da convergência do sistema
multiagente para um padrão geométrico estático
(Goncalves et al. 2010). Este problema pode ser
resolvido de várias formas. Mong-ying A. Hsieh
& Kumar (2006) e Goncalves et al. (2010) utili-
zaram campos vetoriais de atração para guiar os
agentes ao padrão desejado. Já Lili Wang et al.
(2012) utilizaram o laplaciano complexo e a repre-
sentação algébrica por grafos para projetar um sis-
tema multiagente capaz de alcançar formação de
um padrão geométrico estacionário.

Uma vez que o sistema multiagente converge
para a curva desejada, o problema de distribuição
na mesma pode ser resolvido utilizando Diagra-
mas de Voronoi num contexto de otimização loca-
cional (Cortés et al. 2004). Esta é uma solução dis-
tribúıda, no sentido em que cada agente depende
somente de informações de seus vizinhos, onde
cada robô deve minimizar um funcional de custo
que quantifica a distribuição do sistema sobre
o padrão desejado (Alitappeh & Pimenta 2016).
Cortés et al. (2004) utilizaram algoritmos de gra-



diente descendente para uma classe de funções
de cobertura ótima aplicados a sensores móveis
idênticos, alcançando um comportamento adapta-
tivo e distribúıdo dos agentes. Além disso, anali-
saram as propriedades de convergência em tempos
discreto e cont́ınuo e estenderam o algoritmo para
o tratamento de véıculos com dinâmica passiva,
descrevendo funções de densidade que guiam o sis-
tema para padrões geométricos predeterminados.
Pimenta et al. (2008) estenderam o método consi-
derando o problema de distribuição incorporando
heterogeneidade no sistema multiagente, possibi-
litando a utilização de diferentes tipos de sensores
e ambientes não convexos. Durham et al. (2012)
propuseram algoritmos distribúıdos para resolver
o problema de cobertura em ambientes não conve-
xos, representados por grafos, utilizando uma re-
gra de particionamento para atualizar as partições
quando dois robôs se encontram. Alitappeh &
Pimenta (2016) utilizaram um problema de oti-
mização restrita com restrições de desigualdade e
igualdade, baseado no Diagrama de Voronoi Ge-
neralizado, para garantir a implantação e movi-
mentação dos robôs por caminhos seguros no am-
biente (i.e., garantindo ausência de obstáculos).
Por fim, Javanmard Alitappeh et al. (2017) re-
solveram o problema de cobertura para ambien-
tes que podem ser representados por mapas to-
pológicos, transformando o problema original em
um problema unidimensional simplificado.

Além disso, no contexto de sistemas multia-
gentes é comum encontrar trabalhos que visam a
segurança dos robôs através do evitamento de co-
lisões com obstáculos no ambiente. Assim, este
artigo também apresenta uma metodologia para
o desvio de obstáculos que estão sobre a curva,
garantindo ainda a cobertura ótima da mesma.

A principal vantagem da metodologia apre-
sentada neste artigo, quando comparada a outras
encontradas na literatura, é a flexibilidade ao ge-
rar padrões desejados, que podem ser qualquer
curva fechada, ao passo que outras abordagens
possuem restrições ŕıgidas para a formação (Esin
et al. 2008). Além disso, a metodologia de controle
distribúıdo apresentada possui escalabilidade, po-
dendo tratar grupos de tamanhos arbitrários e
ainda permite criar padrões de formação na curva
com distribuições não uniformes dos agentes. Isto
é útil em tarefas de manipulação que requerem
uma distribuição inicial dos agentes sobre o ob-
jeto a ser manipulado. Outros pontos importan-
tes são a robustez a falhas de agentes e a adição
de novos agentes durante uma determinada tarefa,
dado que cada robô só precisa da informação de
localização dos seus vizinhos, que podem variar
caso necessário.

Este artigo está organizado da seguinte forma:
na Seção 2 é feita a definição do problema; na
Seção 3 são apresentadas as soluções dos sub-
problemas que compõem o problema principal;

na Seção 4 apresentam-se os resultados das si-
mulações realizadas e, por último, a Seção 5 con-
clui o artigo.

2 Definição do problema

Considere um sistema composto por k robôs
móveis que se movem em R3, com coordenadas
generalizadas dadas pelas suas respectivas coor-
denadas Cartesianas (x, y, z), e modelados como
integradores simples:

q̇i , ui, i = 1, 2, . . . , k, (1)

onde ui é a entrada de controle do agente i e o ve-
tor de coordenadas generalizadas qi = (xi, yi, zi)
está contido no espaço de configurações C = R3

com obstáculos conhecidos.
Seja uma curva alvo T , invariante no tempo e

unidimensional, definida através da interseção de
duas superf́ıcies de codimensão 1 (Goncalves et al.
2010), este artigo trata o seguinte problema:

Problema 1 Dada a curva fechada T , invari-
ante no tempo e unidimensional, deve-se definir
um campo vetorial normal à curva e invariante
no tempo que guie cada agente i assintoticamente
para T . Além disso, deve-se definir uma lei de
controle tangente à curva que distribua os agen-
tes de tal forma que realizem a cobertura ótima de
um padrão pré-determinado. Por fim, dado um
conjunto de obstáculos conhecidos na curva, cada
agente deve ser capaz de desviar dos mesmos, en-
quanto executa a tarefa de cobertura.

3 Metodologia

O Problema 1 pode ser decomposto em: 1) Pro-
blema de convergência para a curva, 2) Problema
de cobertura da curva e 3) Desvio de obstáculos.
Cada subproblema é tratado separadamente e, ao
final da seção, apresenta-se um algoritmo de con-
trole distribúıdo que resolve o problema geral.

3.1 Convergência para a curva

Considere a curva T como sendo um conjunto de
pontos definidos através da interseção de duas su-
perf́ıcies apropriadas α1(q) = 0 e α2(q) = 0, onde
q , (x, y, z), com derivadas de segunda ordem li-
mitadas (Goncalves et al. 2010), ou seja,

T ,
{
q ∈ R3 : (α1(q) = 0) e (α2(q) = 0)

}
.

Definindo-se uma função diferenciável e definida-
positiva Fc : R2 → R, tal que Fc(α1, α2), tem-se
que Fc(α1, α2) = 0 se e somente se α1 = α2 = 0.
Consequentemente, se Fc → 0 é posśıvel garan-
tir convergência para a curva caso as condições1

1Uma condição importante é garantir que o conjunto U ,
que é formado pelos pontos q tais que ∇α1 (q) e ∇α2 (q)
são linearmente dependentes, seja repulsivo. Além disso, é
preciso que T ∩ U = ∅ (Goncalves et al. 2010).



apresentadas por Goncalves et al. (2010) sejam
atendidas.

Considerando-se que T é invariante no tempo,
a derivada de Fc no tempo é dada por

dFc

dt
= ∇FT

c q̇, (2)

onde ∇Fc é o gradiente de Fc com respeito a
q. Considerando (1) e (2), a lei de controle res-
ponsável por levar um agente i até o mı́nimo de
Fc é dada por (Goncalves et al. 2010)

uci = −Gi∇Fc, (3)

onde Gi é uma função escalar não negativa.

3.2 Distribuição na curva

Para que os robôs sejam distribúıdos sobre a curva
desejada, o presente trabalho utiliza o arcabouço
desenvolvido por Cortés et al. (2004) e Pimenta
et al. (2008), que é baseado em otimização locaci-
onal no contexto de cobertura ótima de regiões por
múltiplos sensores móveis. Neste contexto, consi-
dere o conjunto de pontos que definem a curva
T como sendo o domı́nio que deve ser coberto, o
vetor Q = [q1, q2, . . . , qk]T que contém as confi-
gurações dos k agentes móveis do sistema, com
qi ∈ C, e um conjunto W = {W1,W2, . . . ,Wk} de
regiões de T tal que I(Wl) ∩ I(Wm) = ∅, ∀l 6= m,
onde I (·) representa o interior de uma determi-
nada região e ∪kl=1I(Wl) = T . A ideia básica
proposta por Cortés et al. (2004) é fazer com que
cada agente i realize a cobertura de sua respectiva
região Wi, sendo responsável por atender eventos
ocorridos apenas nesta região.

Antes de resolver o problema de distribuição
ótima na curva, deve-se definir os conceitos de
distância geodésica, regiões de Voronoi e vizi-
nhança de um agente i.

Definição 1 (Geodésica) A distância geodésica
dg entre dois pontos quaisquer é definida como o
tamanho do menor caminho entre estes dois pon-
tos. No contexto deste trabalho, dg fornece uma
medida de custo do menor caminho contido intei-
ramente em T , entre dois pontos quaisquer conti-
dos em T .

Definição 2 (Região de Voronoi) Dado o
conjunto de pontos que representa a curva T ,
imerso em C, a região de Voronoi Vi, associada
ao robô i, é definida de acordo com a distância
geodésica dg como (Pimenta et al. 2008)

Vi ,
{
p ∈ T : dg (p, qi) ≤ dg

(
p, qj

)
,∀j 6= i

}
.

(4)

Definição 3 (Vizinhança de i) Seja R o con-
junto de robôs do sistema multiagente. Dado um

agente i, a vizinhança deste agente é definida
como o conjunto de robôs que compartilham fron-
teiras de Voronoi com i, ou seja,

Ni , {j ∈ R : ∂Vi ∩ ∂Vj 6= ∅} ,

onde ∂Vi e ∂Vj são as fronteiras de Voronoi dos
agentes i e j respectivamente (Pimenta et al.
2008).

Assumindo T uma curva fechada e conside-
rando que todos os robôs têm conhecimento de
uma função densidade de distribuição φ : T →
[0,∞), que fornece indicação da prioridade de co-
bertura de diferentes regiões e permite a realização
de distribuições não uniformes, o problema de co-
bertura ótima é resolvido fazendo com que o con-
junto de regiões W corresponda ao conjunto de
regiões de Voronoi V. Para tanto, o problema de
distribuição é convertido em um problema de co-
bertura ótima e se traduz em minimizar um fun-
cional H : Q×V → [0,∞) tal que (Pimenta et al.
2008)

H(Q,V) =

k∑
i=1

H(qi,Vi) (5)

=

k∑
i=1

∫
Vi
dg (qi,p)

2
φ(p)dp. (6)

A lei de controle distribúıda que minimiza H
em (6) é dada por (Pimenta et al. 2008)

udi = −ku
∂H
∂qi

(7)

= 2ku

∫
Vi
dg (qi,p)φ(p)zqi,pdp, (8)

onde ku é um ganho escalar positivo e zqi,p é um
vetor unitário tangente à T , direcionado ao longo
do primeiro segmento do menor caminho entre qi
e p, cuja definição é dada a seguir.

Definição 4 (Vetor zqi,p) Dada a configuração
qi do i-ésimo agente e o conjunto

T ∗ , {p ∈ T : dg (qi,p) 6= 0} ,

se p ∈ T ∗ é um ponto onde o gradiente
∇qidg (qi,p) existe, então zqi,p é dado por (Pi-
menta et al. 2008)

zqi,p = −∂dg
∂qi

. (9)

Objetivando formalizar os resultados dos sub-
problemas definidos até agora, considere um
espaço de configurações C = R3 e desconsidere
a existência de posśıveis obstáculos em T . Assim,
os dois primeiros subproblemas podem ser tradu-
zidos em um problema de otimização locacional
com restrições:



min
Q

H (Q,V)

sujeito a qi ∈ T , ∀i.
(10)

A partir das leis de controle (3) e (8) que ga-
rantem convergência para curva e distribuição do
sistema multiagente sobre a mesma, respectiva-
mente, a lei de controle distribúıda que minimiza
H (Q,V) em (10) é dada por

ui , uci + udi

= −Gi∇Fc + 2ku

∫
Vi
dg (qi,p)φ(p)zqi,pdp.

(11)

Uma vez que a convergência para a curva
possui prova de estabilidade assintótica (Goncal-
ves et al. 2010) e o termo de distribuição é dado
por uma lei de controle que proporciona um mo-
vimento tangente à curva, com convergência ga-
rantida desde que as condições de Karush-Kuhn-
Tucker de primeira ordem sejam satisfeitas (Pi-
menta et al. 2008), a lei de controle (11) faz com
que o sistema multiagente convirja assintotica-
mente para a curva e leve o funcional H para um
mı́nimo local do problema de distribuição. Note
que os dois termos em (11) são ortogonais, por
definição.

3.3 Desvio de obstáculos

No contexto de sistemas multiagentes, o desvio
de obstáculos é um requisito importante para
execução de tarefas no mundo real (e.g., aplicações
em que ocorre interação com agentes huma-
nos ou quando outros obstáculos não previstos
encontram-se sobre a curva a ser coberta). Por
este motivo, esta subseção apresenta uma maneira
distribúıda de fazer com que os agentes desviem de
obstáculos conhecidos sobre a curva T , mantendo
sua distribuição ótima.

Dado um conjunto de pontos O ∈ T que de-
fine uma região proibida que envolve um determi-
nado obstáculo, a ideia chave é fornecer aos robôs
a capacidade de criação de campos vetoriais de
convergência e circulação, como apresentado por
Goncalves et al. (2010), para uma curva auxiliar
previamente definida, tal que determinado agente
i desvie de O para alcançar seu objetivo de cober-
tura, caso esta ação seja necessária.

Para isso, considere uma curva auxiliar Taux,
imersa em C, invariante no tempo e unidimensi-
onal, definida através da interseção de duas su-
perf́ıcies β1(x, y, z) = 0 e β2(x, y, z) = 0 (Goncal-
ves et al. 2010). As superf́ıcies são definidas de tal
maneira que Taux seja dada pela interseção de um
plano genérico (e.g., o plano α(x, y, z) = z = 0) e
um polinômio apropriado.

O polinômio é obtido a partir de m restrições
que garantem que Taux intercepte T nos pon-
tos inicial e final da manobra de desvio com, no

Raio de segurança

Robô

Pontos de controle fora da curva

Taux

Figura 1: Especificação dos pontos de controle
para a curva auxiliar.

mı́nimo, continuidade C1 e que forneçam uma
rota de desvio do obstáculo. Por exemplo, consi-
dere um polinômio de quinta ordem que utiliza as
posições dos pontos de sáıda e de retorno da curva
T , juntamente com suas respectivas derivadas de
primeira ordem, como restrições. Escolhendo mais
dois pontos de controle apropriados, fora da curva
T , é posśıvel garantir continuidade C1 e o desvio
de um dado obstáculo sobre a curva.

Os pontos de controle são obtidos através da
definição de um raio de segurança do obstáculo. A
partir do valor do raio é posśıvel traçar um ćırculo
que envolva o obstáculo, do qual são extráıdos os
pontos de entrada e sáıda de T e os dois outros
pontos de controle apropriados. Para determinar
o valor do raio, é escolhido um valor tal que os
pontos de entrada e sáıda sejam suficientes para
definir um polinômio que traça um caminho do
ponto de sáıda ao ponto de retorno de T , evi-
tando colisões com o obstáculo. A figura 1 ilustra
a especificação dos pontos de controle para um
polinômio de quinta ordem.

Conhecendo as funções β1(x, y, z) e
β2(x, y, z), e seguindo o mesmo procedimento
do problema de convergência para a curva T ,
define-se dois campos vetoriais: 1) campo vetorial
de convergência para a curva Taux e 2) campo
vetorial de circulação da curva Taux, responsável
por guiar o agente ao longo da curva auxiliar.
Assim, definindo-se uma função diferenciável e
definida-positiva Fc aux : R× R→ R, tal que
Fc aux , Fc aux(β1, β2), a lei de controle que leva
o agente i de um ponto de sáıda até um ponto de
retorno para T , por uma curva Taux, é dada por
(Goncalves et al. 2010)

uai = −Gi∇Fc aux + Raux, (12)

onde Raux é o termo de circulação da curva dado
por (Goncalves et al. 2010)

Raux = hi [∇β1 ×∇β2] ,

em que hi é um um ganho escalar não negativo e
∇β1×∇β2 é o produto vetorial de ∇β1 com ∇β2.



Raio de segurança

Robô

Robô virtual

ĤNi HNi

Vizinhança do agente i

Figura 2: Escolha entre as fronteiras da região
proibida.

Goncalves et al. (2010) apresentam a prova de es-
tabilidade assintótica de um sistema dinâmico de-
finido por (1) e (12).

Garantido que um agente i consiga desviar de
um determinado obstáculo O ∈ T , este artigo
propõe uma forma distribúıda de cada agente de-
cidir quando é desejável desviar de tal obstáculo,
uma vez que podem existir situações onde o fun-
cional H (Q,V) é minimizado quando um agente
fica parado ao invés de desviar de um obstáculo.
Para isso, o problema de otimização com restrições
(10) é modificado:

min
Q

H (Q,V)

sujeito a qi ∈ T , ∀i
qi /∈ O, ∀i.

(13)

Uma vez que as condições de Karush-Kuhn-
Tucker de primeira ordem sejam satisfeitas, é
posśıvel que o sistema caia em um mı́nimo lo-
cal para casos em que os gradientes das res-
trições se equilibrem com o gradiente de H (i.e., o
agente pare exatamente na fronteira de O). Nes-
tas situações, deve-se verificar se ĤNi

(Ni,VNi
) <

HNi
(Ni,VNi

), ou seja, se o custo ĤNi
, que é a

parcela de H referente ao conjunto de regiões de
Voronoi da vizinhança do agente i, VNi , relacio-
nado a quando ele se encontra na outra fronteira
de O, é menor que a parcela do custo atual de H
referente a VNi

. Se o custo for menor, o agente i
pode contornar o obstáculo. Os agentes contidos
em Ni consideram este agente como se ele já es-
tivesse posicionado na outra fronteira de O, por
meio de um agente virtual, até que circulação de
Taux seja conclúıda, o que pode ser caracterizado
como uma predição da posição final do agente que
desvia do obstáculo. A figura 2 mostra a situação
em que a comparação entre os custos é realizada,
onde os agentes que entram diretamente no cálculo
(i.e., o conjunto VNi) estão envoltos em uma cir-
cunferência.

A solução para o problema de otimização com
restrições (13) é apresentada na forma de um al-
goritmo de controle distribúıdo no Algoritmo 1.

Algoritmo 1 Algoritmo distribúıdo do agente i.
Entrada: pi, p

v
i α1, α2, O, φ, T , Ni

1: pv
i ←null

2: enquanto ativo faça

3: se pv
i 6=null então /* Indica que o agente recorre a

uma curva auxiliar para desviar de um obstáculo */

4: pv
i ,ui, ← curva auxiliar(pi,p

v
i )

5: senão

6: uci ← −Gi∇Fc /* Eq. (3) */

7: Pi ← informação de localização dos vizinhos

8: udi ← 2ku
∫
Vi
dg (qi,p)φ(p)zqi,p

dp /* Eq. (8) */

9: se pi = fronteira de O então

10: pv
i , uai ←verifica fronteiras(pi,p

v
i ,O, T ,Pi,Ni)

11: ui ← uai

12: senão

13: ui ← uci + udi

14: fim se

15: fim se

16: q̇i = ui /* Envia sinal de controle para os controlado-

res de baixo ńıvel do robô */

17: fim enquanto

Algoritmo 2 verifica fronteiras
Entrada: pi, p

v
i , O, T , Pi, Ni

Sáıda: pv
i , uai

1: pv
i ←recebe as coordenadas da outra fronteira de O

2: HNi
←recebe valor da parcela do funcional com pi

3: ĤNi
←recebe valor da parcela do funcional com pv

i

4: se ĤNi
< HNi

então

5: uai ← −Gi∇Fc aux + Raux /* Eq. (12) */

6: senão

7: uai ← 0

8: pv
i ←null

9: fim se

Algoritmo 3 curva auxiliar
Entrada: pi, p

v
i

Sáıda: pv
i , uai

1: se pv
i = pi então

2: pv
i ←null

3: senão

4: uai ← −Gi∇Fc aux + Raux /* Eq. (12) */

5: fim se

O Algoritmo 1 recebe a posição atual do robô
pi, a posição virtual pvi , que indica que o robô está
em uma curva auxiliar de desvio de obstáculos, as
superf́ıcies α1 e α2, a região proibida O, a função
densidade de distribuição φ, o conjunto de pontos
da curva T e a informação dos robôs vizinhos Ni.
Além disso, o Algoritmo 1 é executado enquanto
o robô estiver ativo, indicado pela variável ativo
(linha 2).

Uma vez que esteja se movendo em uma curva
auxiliar, o robô permanecerá nela até que seja al-
cançado o ponto de retorno para a curva principal,
ou seja, pi = pvi . Se o robô não se encontra em
nenhuma curva auxiliar, são calculados: o campo



vetorial de convergência para a curva uci (linha 6),
as informações de localização dos vizinhos Pi (li-
nha 7), a lei de controle de distribuição na curva
udi (linha 8) e a velocidade do robô que minimiza
o problema de otimização q̇i (linha 16).

Se o robô alcança alguma fronteira da região
proibida, calcula-se o valor do funcional para as
duas fronteiras de O. Caso a fronteira que o
robô não se encontra minimize o problema, a lei
de controle de convergência e circulação da curva
auxiliar (uai) é calculada através das funções
verifica fronteiras (linha 5 do Algoritmo 2) e
curva auxiliar (linha 4 do Algoritmo 3), sendo
aplicada ao robô até ele alcançar a próxima fron-
teira de O. Por fim, se a outra fronteira não mi-
nimiza o problema ou a nova posição não é uma
fronteira de O, o robô se move com velocidade q̇i
(linha 16), minimizando o problema de otimização
com restrições (13).

É importante ressaltar que as regiões de Voro-
noi são atualizadas cada vez que a lei de controle
de distribuição na curva é calculada (linha 8) e to-
dos os cálculos podem ser realizados apenas com
informações de localização dos vizinhos de cada
agente.

4 Simulação e discussão dos resultados

Nesta seção, o Algoritmo 1 é validado mediante si-
mulação de um sistema formado por quatro robôs
móveis.

Dadas as funções

α1 (x, y, z) = x4 − 1.5x2y2 + y4 − 1, (14)

α2 (x, y, z) = z, (15)

cuja interseção define a curva T , que é paralela ao
plano xy, e escolhendo Fc = α2

1 + α2
2, obtém-se

∇Fc =

2∑
i=1

∂Fc
∂αi
∇αi = 2α1∇α1 + 2α2∇α2,

onde ∇αi é o gradiente de αi com respeito a
q. Evidentemente, ∇Fc = 0 apenas quando
α1 = α2 = 0.

Seja a =
[
a0 a1 a2 a3 a4 a5

]T
, um

vetor de coeficientes escalares de um polinômio de
quinta ordem, obtido com a utilização de cinco
pontos de controle baseados no conjunto O e, da-
das as funções

β1(x, y, z) = a0 + a1x+ a2x
2 + a3x

3

+ a4x
4 + a5x

5 − y,
β2(x, y, z) = z,

Taux é definida a partir da interseção de
β1 (x, y, z) = 0 e β2 (x, y, z) = 0. Nesta simulação,
os pontos de controle foram escolhidos de maneira
que a curva Taux seja paralela ao plano xy (mais

especificamente, com z = 0), com garantia de con-
tinuidade C1 nos pontos de sáıda e retorno para
a curva T e de passar por pontos que garantem
um caminho seguro, evitando o conjunto região
proibida O. A partir de β1(x, y, z) = 0, tem-

se que y (x) =
∑5
i=0 aix

i e y′ (x) , dy/dx =∑5
i=1 iaix

i−1. Logo, é posśıvel encontrar a relação
1 xs x2

s x3
s x4

s x5
s

0 1 2xs 3x2
s 4x3

s 5x4
s

1 xr x2
r x3

r x4
r x5

r

0 1 2xr 3x2
r 4x3

r 5x4
r

1 xu x2
u x3

u x4
u x5

u

1 xd x2
d x3

d x4
d x5

d


︸ ︷︷ ︸

M

a =

y (xs)
y′ (xs)
y (xr)
y′ (xr)
y (xu)
y (xd)︸ ︷︷ ︸
ρ

,

(16)
onde o subscritos s, r, u e d se referem aos pontos
de sáıda da curva (primeira fronteira de O), re-
torno para a curva (segunda fronteira de O) e os
dois pontos de controle fora da curva T (mostra-
dos na figura 1), respectivamente. Assim, o vetor
de coeficientes escalares a é dado por

a = M−1ρ.

Similarmente a ∇Vc, o gradiente ∇Vc aux é zero
apenas para β1 = β2 = 0.

Uma distinção importante, do ponto de vista
de implementação, entre as abordagens de plane-
jamento de movimentos de robôs refere-se a como
o espaço de configurações do robô é armazenado
na memória do computador e como isso faz cor-
respondência com o mundo real. Este artigo utili-
zou a representação baseada em grade (Latombe
1991), pois o espaço de configurações é de baixa
dimensionalidade e de topologia Euclidiana. A
ideia é discretizar o espaço de configurações em
uma grade regular, de onde são extráıdas as in-
formações de localização para as simulações. Essa
abordagem requer atenção na escolha da resolução
da grade, uma vez que os custos computacionais e
de armazenamento crescem exponencialmente de
acordo com a resolução da mesma (Kuffner 2004).

As figuras 3 e 4 mostram a simulação
para Gi = hi = 1, ∀i e condições iniciais

q1 =
[

0 0.5 0
]T

, q2 =
[

0.65 0.65 0
]T

,

q3 =
[

0.7 0.3 0
]T

e q4 =
[

1 −1.5 0
]T

,
e as trajetórias percorridas pelos robôs. Além
disso, dois obstáculos foram definidos em posições
estratégicas, tais que seja necessário recorrências
às manobras de desvio de obstáculos. A função
densidade de distribuição φ escolhida é a função
escalar uniforme φ = 1.

A figura 3a mostra o sistema em sua confi-
guração inicial. Enquanto o sistema evolui para
um mı́nimo de H, um dos agentes encontra um
mı́nimo local na fronteira de um obstáculo, como
mostrado na figura 3b. Esse robô verifica a neces-
sidade de alcançar a outra fronteira da região O e
converge para a curva auxiliar Taux, representada
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Figura 3: Evolução da simulação de convergência e distribuição de quatro robôs móveis sobre a curva
definida a partir da interseção das superf́ıcies (14) e (15).

pela curva pontilhada. Na figura 3c, os robôs que
realizaram a manobra de desvio de obstáculos re-
tornam para a curva T e o sistema converge para
um mı́nimo deH, conforme mostrado na figura 3d.
A figura 4 mostra a vista de topo da curva e as
trajetórias percorridas pelos robôs.

Trajetória
Robô

Configurações iniciais

Figura 4: Trajetórias percorridas pelos robôs.

As figuras 5 e 6 mostram a convergência de
Fc e o decaimento do funcional H, respectiva-
mente. O resultado mostrado na figura 5 indica
que Fc → 0 quando t → ∞, evidenciando que o
sistema converge para T . No mesmo contexto, o
resultado mostrado na figura 6 aponta que o sis-
tema alcança o mı́nimo da função objetivo dada
por (13). É importante ressaltar que o decaimento
do funcional H depende diretamente da resolução
da grade utilizada e neste caso a lei de controle
(6) não garante convergência assintótica. Além
disso, a taxa de convergência dos agentes para a
curva desejada é dada por suas respectivas funções
escalares Gi, onde altos valores são indesejáveis
para aplicações práticas por resultarem em con-
vergências mais abruptas (Goncalves et al. 2010).

5 Conclusão

Este artigo resolve um problema de formação de
padrões utilizando curvas impĺıcitas, campos veto-
riais artificiais e métodos baseados em otimização
locacional. Foram tratados os subproblemas de
convergência para a curva, de cobertura da mesma
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Figura 5: Evolução da função potencial da si-
mulação.
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Figura 6: Evolução do funcional H da simulação.

e desvio de obstáculos que eventualmente podem
se encontrar sobre ela.

O primeiro subproblema foi resolvido utili-
zando o arcabouço desenvolvido por Goncalves
et al. (2010), que trata da convergência para uma
curva embutida em um espaço de dimensão n uti-
lizando campos vetoriais artificiais que guiam os
robôs até o padrão. Neste artigo, o problema foi
especializado para um espaço de configurações de
três dimensões e o controlador desenvolvido pos-
sui prova de convergência assintótica dos agentes
para a curva unidimensional desejada.

O subproblema de cobertura da curva foi re-
solvido utilizando uma abordagem baseada em
otimização locacional, no sentido de cobertura
ótima de regiões por múltiplos sensores móveis,



desenvolvida por Cortés et al. (2004) e Pimenta
et al. (2008). Neste contexto, o problema de oti-
mização deste artigo é resolvido utilizando dia-
gramas de Voronoi em uma lei de controle que ga-
rante o decaimento de um funcional, que por sua
vez define uma medida de desempenho da distri-
buição, garantindo convergência para um mı́nimo
do problema de otimização desde que as condições
de Karush-Kuhn-Tucker de primeira ordem sejam
satisfeitas.

Foi apresentado também um algoritmo que
resolve o problema completo, que inclui o sub-
problema de desvio de obstáculos. Neste sen-
tido, além do campo vetorial de convergência e
a lei de controle de distribuição na curva, cada
agente i é capaz de utilizar campos vetoriais nor-
mal (para convergência à curva) e tangente (para
circulação da curva) relacionados a uma curva au-
xiliar invariante no tempo, unidimensional e con-
tida no espaço de configurações C, que guia o
agente, evitando colisões, até um ponto de cober-
tura ótima da curva original, caso tal manobra
seja necessária.

A metodologia apresentada foi validada medi-
ante simulação, utilizando um sistema composto
por robôs móveis holonômicos e obstáculos conhe-
cidos sobre o padrão de formação. Trabalhos futu-
ros envolvem aplicações em agentes com modelos
cinemáticos mais complexos (e.g., robôs móveis
não holonômicos), a interação de agentes huma-
nos e a não necessidade do conhecimento prévio
dos obstáculos sobre a curva.
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